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Аннотация. В данном исследовании рассматривается метод полноволнового обращения, ос-
нованный на асимптотическом решении уравнения Гельмгольца. Реализована частотно-зави-
симая трассировка лучей, чтобы получить волновое поле, используемое для вычисления гра-
диента в полноволновом обращении и расчета смоделированных данных. При сопоставимом 
качестве решения обратной задачи применительно к стандартному конечно-разностному под-
ходу скорость вычислений в асимптотическом методе на порядок выше. Серия численных экс-
периментов демонстрирует эффективность предложенного подхода при восстановлении 
структуры скоростной модели сложных сред для низких частот. 
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Abstract. This study considers the Full Waveform Inversion (FWI) method based on the asymptotic 
solution of the Helmholtz equation. We provide frequency-dependent ray tracing to get the wavefield 
used to compute the FWI gradient and calculate the modelled data. With a comparable quality of the 
inverse problem solution as applied to the standard finite-difference approach, the speed of 
calculations in the asymptotic method is an order of magnitude higher. A series of numerical 
experiments demonstrate the approach's effectiveness in reconstructing the macro velocity structure 
of complex media for low frequencies. 
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Введение 

Требуемые вычислительные ресурсы для моделирования сейсмических дан-
ных для типичной системы наблюдения можно оценить примерно в 108 ядро ча-
сов (при расчете на центральных процессорах). Эти оценки верны для изотроп-
ной упругой среды. При усложнении модели значительно возрастет потребность 
в вычислительных ресурсах. Поэтому разработка методов численного моделиро-
вания волновых сейсмических полей и ускорение алгоритмов такого моделиро-
вания является чрезвычайно актуальной задачей. 

Асимптотические методы работают намного быстрее, чем методы, основанные 
на конечных разностях или конечных элементах, которые используются в большин-
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стве разработанных алгоритмов обращения. Асимптотические решения существуют 
в акустических и изотропных, анизотропных и вязкоупругих средах, что позволяет 
учитывать эти сложные особенности геологической среды [1], при этом вычисли-
тельные затраты не увеличиваются. Здесь, конечно, стоит отметить, что решение, по-
лученное асимптотическим методом, отличается от классических подходов к реше-
нию волнового уравнения. В данной работе решается задача исследования возмож-
ностей применения асимптотического решения уравнения Гельмгольца в методе 
полноволнового обращения в двумерной постановке в частотной области [2].  

Метод 

Пусть функция 𝑢ሺ𝑥, 𝑧;𝜔ሻ (полное волновое поле в частотно-временной об-
ласти) удовлетворяет уравнению Гельмгольца: 

 
ሺ∆  𝜔ଶ𝑚ሻ𝑢 ൌ െ𝑓ሺ𝜔ሻ𝛿ሺ𝑥 െ 𝑥௦ሻ𝛿ሺ𝑧 െ 𝑧௦ሻ,                          (1) 

 
где 𝑓ሺ𝜔ሻ – спектральная характеристика сигнала в источнике, 𝜔 – временная ча-
стота, ሺ𝑥௦, 𝑧௦ሻ – координата источника, 𝑚 ൌ 𝑐ିଶሺ𝑥, 𝑧ሻ – квадрат медленности,  
и 𝑐ሺ𝑥, 𝑧ሻ – скорость распространения волны. Введем оператор, вычисляющий 
волновое поле от одного точечного источника для фиксированной временной ча-
стоты в точках, соответствующих расположению приемников. Таким образом 
получается следующий оператор прямого моделирования: 
 

𝐹:𝑀 → 𝐷,                                                        (2) 
 
где 𝐷 – пространство данных, 𝑀 – пространство моделей. В этих обозначениях 
обратная динамическая задача построения скоростной модели по сейсмическим 
данным сводится к решению нелинейного операторного уравнения: 
 

𝑑௦ ൌ 𝐹ሺ𝑚௧௨ሻ,                                                   (3) 
 
здесь 𝑑௦ – наблюдённые данные, 𝑚௧௨ – истинная скоростная модель.  

При полноволновом обращении применяется нелинейный метод наимень-
ших квадратов к уравнению (3). Общая формулировка полноволнового обраще-
ния состоит в том, чтобы найти точку минимума функционала невязки, характе-
ризующего среднеквадратичное отклонение наблюдённых данных от рассчитан-
ных для текущей скоростной модели [3]: 

 

 𝑚∗ ൌ 𝑎𝑟𝑔 ቀmin
∈ெ

‖𝐹ሺ𝑚ሻ െ 𝑑‖
ଶ ቁ.                                      (4) 

 
Обычно для минимизации целевого функционала (4) применяются методы 

локальной оптимизации [4], такие как метод сопряженных градиентов:  
 

 𝑚ାଵ ൌ 𝑚  𝜇𝑆 , 𝑆 ൌ ∇,                                      (5) 
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 𝑆 ൌ െ∇ െ
〈∇ೖ,∇ೖି∇ೖషభ〉

〈∇ೖ,∇ೖషభ〉
𝑆ିଵ,                                     (6) 

 
где 𝑚 – модель на k-ой итерации. Градиент ∇ рассчитывается следующим об-
разом: 
 

∇ൌ Reሼ∑ 2Gሺ𝑥௦, 𝑧௦; 𝑥, 𝑧;𝜔;𝑚ሻGሺ𝑥, 𝑧; 𝑥 , 𝑧;𝜔;𝑚ሻୱ,୰,ன δdୱ,୰
തതതതതതሽ ,         (7) 

 
где 𝐑𝐞 – вещественная часть, 𝐆ሺ𝐱𝐬, 𝐳𝐬; 𝐱, 𝐳;𝛚;𝐦𝐤ሻ – функция Грина, рассчитан-
ная в модели 𝐦𝐤 для источника, расположенного в точке ሺ𝐱𝐬, 𝐳𝐬ሻ, 
𝐆ሺ𝐱, 𝐳; 𝐱𝐫, 𝐳𝐫;𝛚;𝐦𝐤ሻ – функция Грина, рассчитанная в модели 𝐦𝐤 для точки при-
емника (𝐱𝐫, 𝐳𝐫ሻ и точки источника (𝐱, 𝐳ሻ, 𝛅𝐝𝐬,𝐫 – невязка данных, зарегистриро-
ванная в точке приемника (𝐱𝐫, 𝐳𝐫ሻ и сгенерированная в точке источника ሺ𝐱𝐬, 𝐳𝐬ሻ. 
Таким образом, расчет градиента сводится к расчету функций Грина для всех 
положений источников и приемников, а значит, большой интерес представляет 
ускорение расчетов именно этой части. В этом подходе используется асимптоти-
ческий метод, основанный на частотно-зависимом трассировании лучей (Lomax, 
1994). Функции Грина рассчитываются на основе времени прохождения, ампли-
туды и геометрического расхождения в результате частотно-зависимого трасси-
рования лучей. 

Численные эксперименты 

Для тестирования предложенного подхода асимптотического полноволно-
вого обращения используется модель Marmousi, которая является эталоном для 
тестирования алгоритмов обращения. Целевые размеры исследуемого участка со-
ставляют 9200 м по ширине и 3000 м по глубине (первые 500 м скоростной модели 
– слой воды, который считается известным). Расчетная сетка состоит из 921 точки 
по горизонтали и 351 точки по вертикали (шаг 10 м). Система наблюдения состоит 
из 91 источника и 459 сейсмоприемников, расположенных на поверхности воды с 
шагом 100 м и 20 м соответственно. В качестве начального приближения исполь-
зуется сглаженное по Гауссу распределение истинной скорости (рис. 1). Наши 
численные эксперименты направлены на определение границ применимости 
асимптотического метода FWI. Мы проводим численное сравнение градиентов на 
основе асимптотического решения и конечно-разностного решения в исходной 
модели. Затем мы приводим эксперименты, сравнивающие результаты инверсии 
на основе асимптотических и конечно-разностных решений. 

Прежде чем проводить численные эксперименты для полноволнового обра-
щения, мы рассчитываем и сравниваем градиенты. Градиенты вычисляются в ис-
ходной модели (Рисунок 1) для классической постановки и для асимптотиче-
ского подхода. Полученные градиенты для частоты 3 Гц представлены на Ри-
сунке 2. Как видно, градиенты визуально совпадают, что объясняется тем, что 
исходная модель гладкая, волновая картина в ней достаточно простая, и, следо-
вательно, хорошо работает асимптотическое решение, основанное на лучевом 
приближении. 
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Рис. 1. Истинное распределение скоростей в среде (модель Marmousi)  

и начальная модель для полноволнового обращения 
 

 
Рис. 2. Градиент классического полноволнового обращения для 3 Гц и градиент 

асимптотический обращения для 3 Гц, рассчитанные в стартовой модели 
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Далее с помощью следующего численного эксперимента мы демонстрируем 
возможность применения асимптотического подхода к полноволновому обраще-
нию для уточнения макроскоростной модели на частоте 3 Гц. Результаты обра-
щения представлены на Рисунке 3. Как видно, модель, восстановленная с исполь-
зованием асимптотического решения уравнения Гельмгольца, в целом анало-
гична результату классической инверсии. На основании этого сравнения можно 
сделать вывод, что даже для такой сложной модели, как Marmousi, уточнение 
макроскоростной модели на низких частотах может быть достигнуто за счет ис-
пользования асимптотического приближения. 

Заключение 

В статье исследован метод полноволнового обращения для двумерных акусти-
ческих сред в двух постановках: классической и асимптотической. Классическое ре-
шение состоит в реализации нелинейного метода наименьших квадратов примени-
тельно к обратной динамической задаче сейсморазведки и основано на дорогостоя-
щей в вычислительном отношении процедуре конечно-разностного решения уравне-
ния Гельмгольца. В асимптотическом подходе используются частотно-зависимые 
лучи для решения этого уравнения, что позволяет на порядок ускорить процедуру 
построения градиента – наиболее сложной части решения обратной задачи. Решения 
обратной задачи на низких частотах показывают, что асимптотический результат 
сравним с результатом классического алгоритма обращения, а значит появляется 
возможность восстановить макроскоростную модель за разумное время вычислений 
без потери точности восстановления. Серия численных экспериментов на тестовом 
материале демонстрирует возможность применения предложенной модификации 
метода полноволнового обращения даже для сложных моделей геологических сред. 

 

 
Рис. 3. Результат классического полноволнового обращения для частоты 3 Гц 

(вверху) и разработанного асимптотического метода обращения (внизу) 
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