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Аннотация. Представлены варианты расчетных схем динамики внедрения клиновидного ин-
струмента при ударе в горную пароду. Расчеты производятся в квазистатическом приближе-
нии оценок сил, препятствующих внедрению, полученных ранее в двухмерной и  трехмерной 
постановках. Рассмотрены случаи упругопластического деформирования среды и упругого  
с учетом равновесного развития магистральной трещины. Результаты расчетов сравниваются 
с данными модельного эксперимента по ударному внедрению клина в блок из оргстекла. Про-
веденное сравнение подтверждает работоспособность разработанных схем расчета.  
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Abstract. The paper describes computational model variants of penetration dynamics of a wedge-
shaped tool in rock mass. The computation uses the quasi-static approximation of penetration re-
sistance forces obtained preliminarily in 2D and 3D formulations. The scope of the analysis embraces 
the elastoplastic and elastic deformation events in the medium with regard to the equilibrium propa-
gation of a main crack. The calculation results are compared with the experimental modeling data on 
impact-driven wedge penetration in an organic glass block. The comparison proves efficiency of the 
described computational models.  
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Введение 

Ударное разрушение широко используется в существующих и перспектив-
ных технологиях горного производства: при отбойке полезных ископаемых 
(навесные молоты [1], экскаваторы с ковшами активного действия для открытых 
работ [2, 3] и динамические струги для подземных работ [4]), при ударно-враща-
тельном способе бурения [5]. Актуальным для совершенствования таких техно-
логий является разработка расчетных методов оценки разрушающего действия 
ударного органа механизмов на породный массив. К настоящему времени на ос-
нове анализа большого объема экспериментальных исследований [6] выявлена 
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качественная картина процесса разрушения при ударе жесткого индентора по 
свободной границе твердой среды. Отмечается, что в начале внедрения инден-
тора возле точки контакта происходит образование зоны пластического течения. 
В случае с клиновидным индентором возникающее пластическое течение приво-
дит к образованию медианной трещины, находящейся в плоскости симметрии. 
Дальнейшее увеличение нагрузки на индентор приводит к ее устойчивому росту 
[7-11]. Его разрушающее действие подробно исследовано в плоской постановке 
задачи о взаимодействии клина и хрупкой горной породы в [12,13]. В этих рабо-
тах с использованием аппарата механики трещин разработаны расчетные модели 
определения параметров развивающейся магистральной трещины при внедре-
нии падающего массивного клина и динамики его движения. В [14] рассмотрена 
в трехмерной постановке задача о внедрении клина с ограниченной шириной лез-
вия в упругое полупространство нормально к его поверхности. Рассчитана форма 
образующейся плоской трещины, имеющая вид полуовала, описанного вокруг 
кромки внедряющегося клина. Аналогичный результат получен при эксперимен-
тальном моделировании на образцах из оргстекла. Для расчета движения инстру-
мента горных машин с клиновидным индентером и развития магистральной тре-
щины, определяющей разрушение в хрупкой горной породе, важное значение 
имеет коэффициент жесткости породы при внедрении клина. Такое  исследова-
ние было проведено в [15].   В настоящей статье с использованием полученных 
ранее результатов разработаны расчетные схемы динамики внедрения клиновид-
ного индентора в упругую среду, позволяющие определять глубину внедрения 
индентора и размер образующейся трещины в зависимости от начальной скоро-
сти индентора, геометрических его параметров и механических свойств породы. 

Задача  определения силовых параметров действующих на внедряющийся 
клин на этапе пластического течения была рассмотрена с учетом трения в жестко-
пластической постановке в работе [16]. При внедрении клина среда выдавлива-
ется по обе его стороны, при этом картина деформации будет иметь вид, схема-
тически изображенный на рис. 1. Среда в области АВDЕС находится в пластиче-
ском состоянии. Граничная линия АС аппроксимируется прямой. Условие теку-
чести имеет вид 

 
2 2 2( ) 4 4 ,x y sxy      

 
где s  — предел текучести, 

Области ABD и AEC двигаются как целое, в них постоянное напряженное 
состояние,  в треугольнике АDЕ центрированное.  Параметрами, определяю-
щими задачу, являются: глубина внедрения клина h, полуугол его заострения γ, 
коэффициент трения клина о породу μ, предел текучести среды sk  . 

С учетом условий непрерывности напряжений при переходе через границы 
выделенных областей и сохранения объема удается построить решение при по-
стоянном распределении нормального напряжения 𝑝 вдоль клина на интервале  
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АВ и определить углы ω, φ и длины   1, , l l L  . При этом сила, внедряющая клин 
определяется по формуле: 

 
              02 ( / ) cos tg ,F bp l h h C h         (1) 

 
где b ширина клина. 
 
 

 
Рис. 1 Схема внедрения клина в упругопластическую среду 

 
 
Результаты расчетов  силы пластического внедрения клина в зависимости 

от полуугла  его приострения и коэффициента трения приведены на рис.2 
 
 

 
Рис. 2 Зависимость силы пластического внедрения клина в зависимости  от угла 

приострения 2γ и коэффициента трения μ – кривые 1-4 соответствуют 
значениям коэффициента трения: 0, 0.1, 0.2, 0.3 
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Найденная величина F(h) позволяет определить динамику внедрения клина 
массы m с начальной скоростью  0v в квазистатическом приближении: 

 

0mh C h . 

 
Решение этого уравнения с учетом начальных условий: 
 

                0 sin( ),vh t t


 
 
 

 2 0 .
C

m
           (2) 

 
Расчеты динамики торможения клина на этапе развития магистральной 

трещины  
В работе [15] были разработаны в трехмерной постановке две модели рас-

чета силы сопротивления внедрения клина.  В модели 1считалось, что свободные 
от напряжений берега трещины отходят от вершины клина, в модели 2 от уровня 
начального заглубления клина на этапе пластического внедрения crh .  

Согласно модели 1 сила сопротивления внедрению клина с хорошей точно-
стью определяется формулами: 

 

            3/2
1F C h ,  3/2

1 2 tg ( ) ( , ) / AC k b    ,   
( )

( , )
1 ( )

tg
k

tg

  
 





.      (3) 

 
Здесь 232(1 ) / (3 )A E  , где ν – коэффициент Пуассона, E – модуль Юнга 

горной породы. 
Движение клина массы m, имеющего предударную скорость 0v  описывается 

уравнением Ньютона 
 

                                        3/2
1mh C h   .                        (4) 

 
Отсюда следует следующая зависимость скорости движения клина от глу-

бины внедрения 
 

  2 5/21
0

4

5

C
v h v h

m
  . 

 
Подставляя сюда нулевое значение скорости в момент остановки клина, по-

лучаем максимальную величину  внедрения клина. 
 

                                               
2/5

4/5
0

1

5

4max
m

h v
C

 
  
 

.                  (5) 
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Время до остановки клина определяется выражением 
 

                            
1

5/200 0

1.47
1

max max
max

h hdx
t

v vx
 


.                                   (6) 

 
По модели 2 в [15] на первом этапе внедрения клин преодолевает сопротив-

ление пластически деформирующейся среды, двигаясь в соответствии с (2) до 
критической глубины внедрения crh  при достижении которой начинается разви-
тие магистральной трещины. Из закона движения (2) следует, что это происходит 

в момент времени 
0

1
 arcsin cr
cr

h
t

v




  при котором скорость клина составляет   

1 0 )cos( crv v t .     Начиная с этого момента сила сопротивления внедрению 
клина определяется выражениями 

 

1 (2 )cr crF C h h h  ,  3/2
1 2 tg( ) ( , ) / AC k b    .  (7) 

 
С учетом этого закон движения клина в соответствии с законом Ньютона 

определяется уравнением: 
2

22

d x
C x

dt
  , где 1

2
2

/ 2,cr cr
C

x h h C h
m

   ,  

с начальными условиями при t =0: / 2crx h , 1/dx dt v . 
Таким условиям удовлетворяет соотношение: 
 

                   1( ) / 2 sin( ) cos( )
2
cr

cr
hv

h t h t t 


   .                                 (8) 

 
Отсюда максимальное заглубление клина 
 

                               
22

1
max / 2

2
cr

cr
hv

h h


       
   

.              (9) 

 
Расчет по этой формуле для клина массой 2.3кг и скоростью 2,2 м/с при 

внедрении клина в блок оргстекла дает max 0,193h  см, общее время внедрения 
составляет 1.5 мс 

В работе [12] разработана в плоской упругопластической постановке модель 
расчета динамики внедрения клина с учетом изменения размера контактной пло-
щадки соприкосновения граней клина с породой в условиях развитой маги-
стральной трещины. Известно  решение о деформировании твердой среды, огра-
ниченной гранями прямого угла в области контакта воздействием на нее плос-
ким, расположенным перпендикулярно биссектрисе угла штампом. В задаче о 
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внедрении клина такое нагружение осуществляется при угле заострения клина 
90о. Сила действия клина на угол вдоль его биссектрисы пропорцианальна раз-
меру площадки смятия 2a при пластическом течении: (4 )f abk  .  Для угла 
заострения клина 2 , отличного от 90о предложено в этом соотношении в каче-
стве f использовать проекцию контактных сил, действующих со стороны клина,  
на биссектрису прямого угла: 

 

f RF  , 
1 1

1
( , )2 2

R
k  

 
  

 
, 

 
где F – сила внедрения клина. При этом размер проекции площадки смятия на 
ось клина 
 

               0 3 / ( )h C F bk ,  где 3
(1 ( , ))cos( )

(4 ) 2 ( , )

k
C

k

  
  





.        (10) 

 
Аналогично (7) имеем: 1 0 0(2 )F C h h h  , исключая отсюда F с учетом 

(10), получаем квадратное уравнение для определения h0: 
 

2 2 2 2 2 2
0 3 1 0 0/ (4 4 )h b k C C h hh h   , 

 
решением которого является выражение: 
 

2
0 2 4p p ph h h h h h    , где 

2

1 3
p

bk
h

C C

 
  
 

. 

 

Отсюда и из (4) следует уравнение движения клина массой m :  
 

 2
2

2
3

2 4p p p
d h bk

h h h h h
mCdt

     . 

 
Интегрируя это уравнение, получаем зависимость скорости движения v 

клина от глубины внедрения h 
 

                 

3/22
2 2
0

3

2 4
( ) 1 1

6
p

p
p

hbk h
v h v h h h

mC h

                  

.       (11) 
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Для подтверждения работоспособности представленных моделей расчета 
динамики внедрения клина в горную породу  необходимо сравнить их резуль-
таты с экспериментальными. Некоторые результаты таких модельных экспери-
ментов представлены в работе [14], в которой исследовалось внедрение падаю-
щего клина в образец из оргстекла. Использование прозрачного оргстекла позво-
ляло фиксировать глубину внедрения клина, размер и форму образующейся тре-
щины.  Результаты внедрения падающего клина массой 2.3кг, шириной лезвия 
28мм и углом приострения 30o в образец из оргстекла определялись на копровой 
установке. Регистрация сигнала  акселерометра, установленного на клине,  поз-
воляла определить силу его торможения во времени. Так при предударной ско-
рости  220 см /с внедрение клина составило 0,2 см, максимальная сила торможе-
ния -  6310 Н, длительность сигнала акселерометра - 2мс. Также в экспериментах 
было обнаружено, что при скорости клина , меньшей чем 100см/с магистральная 
трещина не возникает.  Для проведения сравнительных с этим экспериментом 
расчетов принимались следующие значения параметров клина и среды: m=2.3 кг, 

b =2.8 см,  15o ,   0.2, s k  35МПа, 0.3  , 93 10E Па  ,
0.51ICK МПа м  . Рассчитаем по этим данным параметры внедрения клина с ис-

пользованием предложенных в настоящей работе моделей. 
По модели упругопластического внедрения движение клина определятся со-

отношением (2). Принимая коэффициент трения μ=0.2 и предел текучести орг-
стекла   6

035   по графику рис.2 получаем 3.1 10 Н / мk МПа С   . Отсюда 
11571 / c   и максимальное заглубление клина 1.9ммmaxh   При этом,
5850 F Н , полупериод колебаний 2.7 мс. Эти данные достаточно близки к экс-

периментальным. Отметим здесь, что при предельной скорости 100 см/с расчет-
ное заглубление клина в упругопластическом режиме составляет 0.86 мм, кото-
рое в расчетах по модели 2 было принято за критическую глубину, начиная с 
которой происходит развитие магистральной трещины. 

 По модели 1 интегрирование уравнения Ньютона (4) позволяет определить 
по формулам (5) и (6)  максимальное заглубление клина maxh  2 мм и время его 
достижения 1.34maxt  мс.  Из соотношения (3): 6860НF  , 

По модели 2 согласно (8) и (9) max 0,193h  , общее время внедрения состав-
ляет 1.5 мс. 

По модели 3 расчетами по (11) была построена зависимость скорости клина 
от глубины внедрения, приведенная на рис.3. Из графика этого рисунка видно, 
что клин останавливается при  hmax =0.2 см.  Соответствующая этому значению 
внедрения сила ровна F =6760 Н 

Из приведенных для разных моделей результатов видно, что они достаточно 
близки к экспериментальным данным. 

Для выбора лучшей модели требуется более тщательная экспериментальная 
проверка для разных горных  пород и параметров ударного нагружения. 
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Рис.3 Зависимость скорости внедрения клина от глубины внедрения, 

рассчитанная по модели 3 (формула 11) 
 

Заключение 

Разработаны расчетные схемы для определения параметров ударного внед-
рения клиновидного инструмента в горную породу для четырех моделей дефор-
мирования среды. Среди них рассмотрено внедрение клина в модели упругопла-
стического деформирования среды, упругого и упругогопластического деформи-
рования  в условиях роста магистральной трещины. По полученным решениям 
рассчитаны характерные параметры  движения клина применительно к прове-
денныму ранее эксперименту по внедрения стального клиновидного ударника  
в блок из оргстекла. По всем рассмотренным моделям получено удовлетвори-
тельное согласие расчетных данных, что свидетельствует о работоспособности 
рассматриваемых моделей. Для более детальной оценки моделей требуется экс-
периментальная их проверка для разных горных  пород и параметров ударного 
нагружения. 
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