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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы исследования. Определение гравитационного поля Зем-

ли, изменение его в пространстве и во времени является одной из важнейших об-

ластей исследований в геодезии. 

Достигнутая к настоящему времени точность геодезических и гравиметриче-

ских измерений позволяет детализировать представление о пространственно-

временной структуре гравитационного поля Земли. Вариации поля силы тяжести 

уже используются для выявления природных и техногенных геодинамических яв-

лений. Подробные данные о структуре гравитационного поля необходимы для по-

вышения точности и объективности геодинамического мониторинга состояния 

территорий с потенциально опасными процессами и явлениями для уменьшения 

риска возникновения кризисных ситуаций. 

Локальные и региональные деформации земной поверхности происходят не 

только по природным причинам, но и из-за техногенной деятельности человека. 

Сила тяжести изменяется в связи с техногенными перераспределениями масс на 

земной поверхности, имеет локальный характер, зависит от объема  

и плотности перемещаемых масс. Соответственно, для выполнения корректной 

обработки и интерпретации геодезических измерений существует необходимость 

комплексного учета сложной пространственной и плотностной структуры грави-

тирующих тел. 

При этом важна роль соответствующих корректных методов анализа гра-

витационного поля и используемых математических моделей. Сложность форм 

гравитирующих тел и их различные свойства являются одной из причин вни-

мания к математическому обоснованию методов учета их гравитационного 

влияния. Существующие аналитические модели гравитационного влияния для 

определения гравитационных характеристик применимы лишь для ограниченно-

го класса пространственных масс. Поэтому технологически рациональным явля-

ется использование конечно-элементного метода при численном моделировании 

пространственных форм реальных природных и техногенных объектов, напри-
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мер конуса. Таким образом, совершенствование методики, позволяющей деталь-

но определять гравитационные характеристики этих объектов, является актуаль-

ным. 

Степень разработанности темы. Научные исследования гравитационного 

поля имеют трехвековую историю. За это время произошли кардинальные изме-

нения методов измерений, их обработки и интерпретации. Использованию дан-

ных о гравитационном поле для решения задач геодезии посвящены исследования 

русских ученых: Красовского Ф. Н., Казанского И. А., Молоденского М. С., Пел-

линена Л. П., Еремеева В. Ф., Юркиной М. И., Бровара В. В., Бровара Б. В. и др. 

Вклад этих ученых был значительным для фундаментальной науки периода недо-

статочной информационной, компьютерной поддержки и инфраструктуры. 

Научные исследования в области определения гравитационного поля Земли, 

как в России, так и за рубежом, охватывают глобальный, региональный и ло-

кальный масштаб территорий. Однако теоретическая и аналитическая основы 

учета гравитирующих масс правильной формы не являются в настоящее время 

универсальными. Они не соответствуют современному уровню геодезических 

и гравиметрических измерений. Кроме того, существующие методики конечно-

элементной аппроксимации, в основном, подразумевают использование точеч-

ных масс. Объединение известных аналитических моделей, конечно-элементного 

метода и развитой системы цифровых моделей объектов позволит методически 

улучшить и практически реализовать определение гравитационных характеристик 

природных и техногенных объектов. 

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы является разра-

ботка и исследование методики и алгоритмов определения гравитационных ха-

рактеристик природных и техногенных объектов на основе аналитических, конеч-

но-элементных и цифровых моделей. 

Для достижения поставленной цели были решены следующие основные за-

дачи: 

– анализ методик моделирования гравитационного влияния пространствен-

ных тел, обоснование целей и задач исследований; 
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– моделирование конусообразных элементов локальных природных и техно-

генных объектов; 

– разработка методики и технологического решения определения гравитаци-

онных характеристик локальных природных и техногенных объектов с использо-

ванием их цифровых моделей; 

– выполнение исследований разработанной методики на реальных моделях с 

целью определения гравитационных характеристик смоделированных и реальных 

природных объектов с учетом их различной плотности. 

Научная новизна результатов исследования состоит в следующем: 

– уточнена методика определения гравитационных характеристик локальных 

природных и техногенных объектов на основе комплексирования аналитических, 

конечно-элементных и цифровых моделей, что позволяет автоматизировать вы-

числения и повысить точность определения параметров; 

– в результате исследований предложенного подхода на основе разбиения 

конечно-элементными кольцевыми секторами конусообразных форм рельефа вы-

явлено, что использование данной модели позволяет с высокой точностью опи-

сать гравитационные характеристики объекта для учета их в геодезических и гра-

виметрических измерениях. 

Теоретическая и практическая значимость работы. Теоретическая значи-

мость работы заключается в математическом обосновании методик определения 

гравитационных характеристик на основе детализации локальных природных и 

техногенных объектов. 

Практическая значимость работы состоит в возможности детального опреде-

ления гравитационного влияния природных и техногенных объектов с использо-

ванием аналитических моделей, конечно-элементного метода и цифровых моде-

лей объектов. Это позволяет повысить достоверность интерпретации результатов 

геодезических, астрономических и гравиметрических измерений, выполнить оп-

тимизацию проектирования геодезических построений. 

Методология и методы исследования. Использовались теория и методы 

определения внешнего поля силы тяжести Земли, методы статистики и теория по-
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грешностей, метод статистического и аналитического моделирования. Для чис-

ленной детализации влияния гравитирующих объектов применялись их цифровые 

модели и метод конечных элементов. 

Положения, выносимые на защиту: 

– алгоритмы и методика определения детальных гравитационных характери-

стик локальных природных и техногенных объектов на основе комплексного ис-

пользования конечно-элементного метода, аналитических и цифровых моделей 

обеспечивают достоверность интерпретации и повышение точности аппроксима-

ции влияния гравитирующих объектов; 

– модели разбиения конечными элементами, как кольцевыми секторами, так 

и вытянутыми параллелепипедами, конусообразных форм природных и техноген-

ных объектов позволяют с высокой точностью описать гравитационные характе-

ристики объектов для учета их в геодезических и гравиметрических измерениях и 

выполнить более точную аппроксимацию их гравитационного влияния; 

– реализация технологических и методологических решений с использовани-

ем смоделированных и реальных природных объектов подтверждает новизну раз-

работанной методики определения гравитационных характеристик. 

Степень достоверности и апробация результатов.  

Достоверность полученных результатов подтверждена вычислительными 

экспериментами по обработке модельных и реальных цифровых моделей рельефа 

(ЦМР) различных объектов. 

Основные положения диссертации и результаты исследований докладыва-

лись и обсуждались на Международных научных конгрессах «ГЕО-Сибирь» (2010 

г., 2011 г., г. Новосибирск), «Интерэкспо ГЕО-Сибирь» (2012 г., 2013 г.,  г. Ново-

сибирск). 

Результаты диссертационной работы внедрены в учебный процесс федераль-

ного государственного бюджетного образовательного учреждения высшего обра-

зования «Сибирский государственный университет геосистем и технологий». 
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1 ОСНОВНЫЕ ГРАВИТАЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ                                   

И ИХ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

 

1.1 Гравитационное поле Земли и потенциал силы тяжести 

 

Земное гравитационное поле является результирующим силовым полем, ко-

торое создаѐтся вращением Земли, земными массами и массами космических тел.  

Глобальное перераспределение масс оказывает влияние на изменения гра-

витационного поля, на скорости вращения Земли, на изменения положений гео-

центра [7]. 

Проблема нестабильности гравитационного поля Земли привлекает боль-

шой круг специалистов и затрагивает интересы различных наук [10]. В работе [25] 

приводят вывод аналитических выражений, которые учитывают влияние измене-

ния гравитационного поля Земли на движение искусственного спутника. 

Чтобы определить гравитационное поле и поверхность Земли привлекаются 

результаты измерений, таких как геометрическое нивелирование; триангуляция и 

полигонометрия; астрономические определения; измерение зенитных расстояний; 

измерения силы тяжести; наблюдения искусственных спутников Земли (ИСЗ) и 

космических объектов. 

Гравитационное поле Земли (ГПЗ) и его характеристики определяются по-

тенциалом силы тяжести W (м
2
с

-2
), его важно вычислять для определения фигуры 

Земли. Потенциал представляет собой работу, которая необходима для перемеще-

ния единичной массы в поле силы тяжести. Потенциал силы тяжести находят, как 

сумму потенциалов силы притяжения V и центробежной силы Q 

 

W=V + Q.                                                 (1) 

 

В связи с тем, что во внешнем пространстве потенциал притяжения удовле-

творяет уравнению Лапласа [72], а во внутреннем – уравнению Пуассона, тогда 

потенциал силы тяжести будет равен: 
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во внешнем пространстве  

 

∆W =2ω
2
,                                                  (2) 

 

во внутреннем пространстве  

 

∆W = - 4πƒΔρ+2ω
2
.                                          (3) 

 

Разности потенциалов силы тяжести можно определить из результатов из-

мерения силы тяжести вдоль нивелирных линий и геометрического нивелирова-

ния. 

Для изучения гравитационного поля Земли представляют гравитационное 

поле ее как функцию сферических координат, в виде конечной суммы сфериче-

ских гармоник. С помощью таких математических моделей можно получить па-

раметры гравитационного поля Земли, причем в любой точке внешнего простран-

ства Земли и на конкретный момент времени [89]. На основе линейной аппрокси-

мации аномального потенциала и его трансформант создают различные матема-

тические модели ГПЗ, которые можно использовать в  автоматизированных си-

стемах изыскания и проектирования [106]. Полученная информация о гравитаци-

онном поле Земли используется в различных науках [4]. 

Аномальное гравитационное поле отражают суммарным действием грави-

тирующих масс, которые могут быть расположены на различных глубинах в 

верхней мантии и в земной коре. Чтобы однозначно решить вопрос о природе 

аномалий, гравитационные поля необходимо разделять на региональные и ло-

кальные. Региональные гравитационные поля создаются глубоко залегающими 

массами, а локальные гравитационные поля создаются местными геологическими 

неоднородностями разреза. 

В зависимости от исходной информации математическими моделями ГПЗ 

на земной поверхности являются: планетарные, локальные и комбинированные. 

Планетарные модели описывают волновую структуру всей Земли в целом, но для 
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описания ГПЗ требуются высокие степени и порядки математических моделей. 

Локальные модели позволяют описать структуру поля на участке земной поверх-

ности благодаря моделированию высокочастотной части спектра гравитационно-

го поля более низкими степенями и порядками. Комбинированные методы явля-

ются более универсальными и экономичными. Комбинированные модели пред-

ставляются планетарной моделью ГПЗ, которая дополнена отдельными более вы-

сокими планетарными сферическими гармониками.  

Развитие современных технологий проектирования и изысканий связано с 

применением геодезической информации и математических моделей внешнего 

ГПЗ. Растущий прогресс инструментальных методов в изучении ГПЗ благоприят-

ствует созданию новых глобальных и региональных моделей ГПЗ с повышением 

точности и детальности модели. Метод сферических гармоник и метод цифровых 

моделей, являются распространенными методами моделирования ГПЗ. В работе 

[106] освящен вопрос, как новые модели ГПЗ способствуют развитию автомати-

зированных систем изысканий и проектирования. В различные годы использова-

лось множество моделей. 

Запуск искусственных спутников Земли, расширил возможности изучения 

гравитационного поля Земли и других планет [19]. 

Для решения задач связанных с созданием геофизических и геодинамиче-

ских моделей для больших регионов земной поверхности, с определением орбит 

ИСЗ, необходимы глобальные модели гравитационного поля. Указанные модели 

основаны на разложении в ряд по шаровым функциям аномалий силы тяжести Δg 

или возмущающего потенциала Т. 

Решение задач, с помощью моделей ГПЗ, находят по вычислению главных 

трансформант аномального гравитационного потенциала Т. Таких как, аномалия 

высоты δ, аномалия силы тяжести Δg и составляющие уклонения отвесных линий 

ξ, ε [68]. 
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1.2 Значения силы тяжести 

 

Измерения значения силы тяжести выполняют на физической поверхности 

земли, под земной поверхностью и под водой. 

Приведем формулы, применяемые для определения значения нормальной 

силы тяжести. Силу тяжести на поверхности уровенного эллипсоида по формуле 

Сомильяна определяют, как 

 

2 2

0
2 2 2 2

γ cos γ sin
γ ,

cos sin

e pa B b B

a B b B  
                                         (4) 

 

где a и b – большая и малая полуоси уровенного эллипсоида;  

      В – геодезическая широта;  

      γр – нормальная сила тяжести на полюсе эллипсоида;  

      γе – нормальная сила тяжести на экваторе.  

Формула (4) в конечной форме выражает закон изменения силы тяжести на 

поверхности уровенного эллипсоида вращения [27, 64, 95]. 

Первая формула Клеро имеет вид 

 

γ0=γе (1+βsin
2
B),                                           (5) 

 

что выражает закон распределения нормальной силы тяжести на уровенном эл-

липсоиде. Сравнивая значения нормальной силы тяжести γ с действительными 

значениями g, можно получить аномалии силы тяжести (g–γ), значение которых 

необходимо в теории фигуры Земли, геофизике, разведке полезных ископаемых. 

Формула (6) называется второй формулой Клеро, она имеет большое значение, 

поскольку позволяет определить сжатие земного эллипсоида, формула (7) 

 

            α+β=(5/2) q,                                                           (6) 
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α =(5/2) q – β.
                                                      (7) 

 

Формула (8) нормальной силы тяжести описывает функцию геодезической 

широты В и геодезической высоты h для определенной модели Земли (эллипсои-

да) [90]. Зависимость от широты задается в формулах в виде ряда (5), члены по-

рядка f 
2
 удерживаются 

 

2 2

0 1γ γ (1 βsin β sin 2 ),e B B                                 (8) 

 

где β - гравиметрическое сжатие, 

 

γ γ
β

γ

p e

e

.                                                 (9) 

 

Величина β1 связанная со сжатием f и величиной m выражением 

 

2

1β ( 1/ 8) (5 / 8) ,f fm                                               (10) 

,
a b

f
a

                                                   (11) 

2

γe

a
m .                                                    (12) 

 

В таблице 1 приведены коэффициенты формул нормальной силы тяжести, 

используемых для вычисления гравитационных аномалий [90].  

 

Таблица 1 – Коэффициенты формул нормальной силы тяжести 

Наименование γе, м·с
-2

 β β1 f 

Гельмерт, 1901 г. 9,780 30 0,005 3020 0,000 007 1 : 298,3 

Береговая и геодезиче-

ская съемка США   

(Боуи, 1917 г.) 

9,780 39 0,005 2940 0,000 007 1 : 297,4 
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Продолжение таблицы 1 

Наименование γе, м·с
-2

 β β1 f 

Международная фор-

мула (нормальной) си-

лы тяжести (Кассинис, 

1930 г.) 

9,780 49 0,005 2884 0,000 0059 1 : 297,0 

Геодезическая рефе-

ренц-система 1967 г. 

(МАГ, 1971 г.) 

9,780 318 * 0,005 3024 0,000 0059 1 : 298,247 

Геодезическая рефе-

ренц-система 1980 г. 

(Мориц, 1984 г.) 

9,780 327 * 0,005 3024 0,000 0058 1 : 298,257 

* С учетом массы атмосферы. 

 

В 1967 г. международным геодезическим и геофизическим союзом реко-

мендовано для вычисления нормальной силы тяжести использовать формулу (13) 

 

γ0=978,031846(1+0,005279 sin
2
В+0,000023sin

4
В),                  (13) 

 

где угловая скорость вращения Земли ω=0,000072921151 с
-1

, α=1:298,24717. 

Зависимость нормальной силы тяжести от высоты (∂γ/∂h)0 = – 3 086 н·с
-2

 =       

– 3,086 мкм·с
-2

/м.  

В [45] приводится уравнение силы тяжести на поверхности для сфероида в 

следующем виде: 

 

2 3 2

1 2 3 4 5 6γ sin sin sin 2 sin( )cosс с В с В с В с L с B  ,                 (14) 

 

где γ – теоретическая величина ускорения силы тяжести для широты В и L долго-

ты;  

      с1 – (константа) истинное среднее значение ускорения силы тяжести на эква-

торе;  

       с2 – (константа) центробежное ускорение на экваторе. Так как sin
2
B возрастает 

у полюсов до 1, а на экваторе равен 0, то ускорение силы тяжести на экваторе 

меньше, чем у полюсов, на величину центробежного ускорения;  
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        с3 – (константа) полуразность полярных радиусов;  

        с4 – (константа) учитывает, что плотность Земли неоднородна и резко возрас-

тает с глубиной;  

        с5 – (константа) среднестатистическая разность между повышенными и по-

ниженными значениями силы тяжести на соответствующих меридианах;  

        с6 – (константа) долгота гравитационного минимума в районе Шри-Ланки.  

Таким образом, в [45], фигура Земли является сплюснутым эллипсоидом, но 

уже не эллипсоидом вращения. 

 

1.3 Редуцирование измеряемого гравитационного поля и аномалий силы    

тяжести 

 

Разделение силы тяжести на этапе обработки результатов гравиметрических 

измерений называется редуцированием гравитационного поля. Основная его цель 

состоит в определении аномалий силы тяжести, которые представляют гравита-

ционный эффект нормальной модели Земли, с помощью вычитания некоторой 

нормальной величины из исходного гравитационного поля. Нормальное гравита-

ционное поле, это гравитационное поле идеальной Земли, которая имеет простую 

форму уровенной поверхности, принятой для удобства, а потенциал – нормаль-

ным потенциалом. Выделять из земного гравитационного поля его основную 

часть и рассматривать малые разности элементов действительного и нормального 

полей позволяет построение нормального поля. В этом случае, задача определе-

ния фигуры Земли будет заключаться в изучении отступлений ее физической по-

верхности от поверхности «модели». Тогда, задача определения потенциала W 

сводится к определению следующих величин  

 

T=W–U,                                                    (15) 

 

где U – нормальный потенциал Земли или потенциал силы тяжести эллипсоида;            
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       Т – возмущающий потенциал Земли, который образует аномальное гравита-

ционное поле, возникающее из-за отличия нормального поля и поля реальной 

Земли. 

В [46] построена и приведена модель силы тяжести с использованием 

наземных и спутниковых измерений, а также приведены результаты. Точность 

определения аномалий силы тяжести по этой модели составляет приблизительно  

4 мГал – на равнине, 7 мГал – на море и 10 мГал – в горной местности.  

В работе [15] приведен алгоритм определения аномалий силы тяжести и 

аномалий высот, и приведены формулы нормальной силы тяжести, аномалии си-

лы тяжести и аномалии высот для территории на которой измерения проводились 

относительно эллипсоида WGS – 84 (World Geodetic System 1984). 

 

1.4 Потенциал силы тяжести 

 

Теория высот в гравитационном поле основана на понятии потенциала силы 

тяжести. Определение потенциала по заданному распределению масс с учетом 

количества и конфигурации распределения является теорией гравитационного по-

тенциала. На решении такой задачи основана теория определения вариаций по-

тенциала притяжения и его характеристик. Данную задачу можно сформулиро-

вать как определение функции V(x,y,z), которая регулярна на бесконечности.  

Потенциал объемных масс определяется по формуле 

 

τ

ρ( , , )
( , , ) τ

a b c
V x y z f d

r
                                      (16) 

 

где плотность Δρ(а, b, с) - известная функция координат (а,b,с), τ – область, заня-

тая телом, а r = [(х-a)
2
 + (у-b)

2
 +(z-с)

2
]

1/2
 – расстояние в принятой системе коорди-

нат между фиксированной точкой вне тела (или на поверхности а с координатами 

(x,y,z)) и текущей точкой с координатами (а,b,с) внутри возмущающего тела с из-

, 
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вестными значениями плотности Δρ(а,b,с). Значение потенциала V(x,y,z) опреде-

ляется на поверхности а. 

При решении прямой задачи применяют методы численного интегрирова-

ния, в связи с тем, что потенциал в виде замкнутой формулы в большинстве слу-

чаев практически невозможно получить. Реальные тела, имеющие сложную фор-

му, обычно представляют в виде совокупности простых тел. Вычисляют потенци-

ал и его характеристики, обусловленные такими конечными элементами, затем 

складывают определяемые функционалы в исследуемой точке. 

Таким образом, основан метод математического моделирования динамиче-

ской составляющей вариаций гравитационного поля планетарного, регионального 

и локального характера, обусловленного перемещением масс на земной поверх-

ности [9]. 

Различают неоднородности, которые связаны с изменением нормальной си-

лы тяжести γ и связаны с различием реальной силы тяжести g от нормальной γ, в 

соответствии с разделением гравитационного поля на нормальное и аномальное. 

Существует возможность учета влияния неоднородностей нормального гра-

витационного поля, в связи с тем, что известны все элементы нормального грави-

тационного поля. Источниками гравитационного аномального поля являются изо-

статические не скомпенсированные аномальные массы, находящиеся как на по-

верхности Земли, так и внутри нее. 

Из различных методов решения задачи доминируют в последние годы гло-

бальные навигационные спутниковые системы (ГНСС-технологии). Они допол-

няют традиционные наземные астрономо-геодезический и гравиметрический ме-

тоды, как в отношении точности, так и детальности изучения фигуры и гравита-

ционного поля Земли. 

В [76] сделано утверждение, о том, что повышение точности определения 

гравитационного поля Земли может быть достигнуто при использовании принци-

пиально новых космических методов. Это позволит получить информацию об 

особенностях гравитационного поля над обширными неизученными в гравитаци-
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онном отношении районами суши и выявить неуровенность морской топографи-

ческой поверхности.  

 

1.5 Нормальный потенциал и нормальное поле 

 

Нормальным полем принято называть поле и описывающие его потенциал 

U силы тяжести или потенциал VН притяжения. При изучении гравитационного 

поля Земли используют некое фиктивное поле силы тяжести или поле притяже-

ния, уровенные поверхности которых близки к уровенным поверхностям реально-

го земного поля, но при этом они имеют более простую форму. Действительный 

потенциал силы тяжести можно записать в виде 

 

W=U+T,                                                   (17) 

 

а потенциал притяжения  

 

V = VН + Т.                                                 (18) 

 

Нормальный потенциал вводят для перехода от изучения потенциала V си-

лы притяжения или W силы тяжести реальной Земли к изучению малой величины, 

формула (15). 

В прикладной геодезии и топографии Землю часто представляют в виде 

плоскости. А нормальное поле представляют в виде поля притяжения системы 

материальных точек, такое представление удобно для решения задач космической 

геодезии.  

В геодезии используют нормальную Землю в качестве идеальной планеты, 

имеющей форму эллипсоида вращения, такая поверхность является уровенной 

поверхностью ее потенциала силы тяжести. Потенциал притяжения нормальной 

Земли, если ее считать шаром с центрально симметричным распределением плот-

ности или материальной точкой, имеет вид  
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,H

GM
V

r
                                                      (19) 

 

где r – расстояние от центра шара или от материальной точки до той точки, в ко-

торой вычисляют потенциал. 

Также используют нормальное поле, которое создаѐтся системой матери-

альных точек. Для того чтобы более полно приблизиться к реальному полю пере-

ходят к точечным массам, которые распределены внутри или на поверхности Зем-

ли в соответствии с ее гравитационным полем. Потенциал притяжения представ-

ляет собой потенциал системы материальных точек. При аппроксимации нор-

мального поля точечными массами понятие нормальной Земли не используется. 

Результаты выполненных исследований в определении вековых изменений 

потенциала силы тяжести, а также некоторых параметров фигуры Земли, полу-

ченные в [21, 22, 33, 36] показали, что вековое изменение поля силы тяжести и 

фигуры Земли обусловлены совместным влиянием векового изменения скорости 

вращения Земли, движением полюсов и литосферных плит, а также должно учи-

тываться при геодинамических исследованиях. 

В работе [99] предложен метод, позволяющий определять поправки ускоре-

ния силы тяжести по данным измерений ее вертикальных градиентов, а также по 

этим данным выполнять оценку влияния внешней среды на силу тяжести. 

Поправки за гравитационное влияние рельефа местности, могут учитывать-

ся практически в любых редукциях исходного гравитационного поля, и изменя-

ются как в плане, так и по высоте нелинейно. Формула поправки за гравитацион-

ное влияние рельефа местности  

 

( , ) ( , ) ,сф пл сф

p H k p H k pg r r g r r g
                                (20)

 

 

где ,H kr r  – внутренний и внешний радиусы внешней учитываемой области;  

      пл

pg – поправка за рельеф в плоском варианте при исправлении плоско-

параллельного слоя Буге на реальный объем топографических масс;  
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       сф

pg  – оператор приведения величины «плоской» поправки к сферическому 

виду [35]. 

 

1.6 Сила тяжести и высота 

 

При создании опорных геодезических сетей и в инженерно-геодезических 

работах используются нормальные и ортометрические высоты, которые связаны с 

полем силы тяжести. Гравиметрические поправки вводятся в результаты после 

выполнения геометрического нивелирования. Методика измерения силы тяжести 

зависит от характера гравитационного поля, который связан с направлением ни-

велирного хода, с рельефом и с распределением аномальных масс. Расстояние 

между пунктами гравиметрической сети принимают равным в горных районах     

1 км, в равнинных более 10 км. Чтобы задать отсчетные поверхности при сов-

местном использовании геодезических высот и высот в гравитационном поле, 

требуются методы аппроксимации локального гравитационного поля. Для этого 

используются гравиметрические данные: аномалии силы тяжести, астрономо-

геодезические уклонения отвеса [109]. 

По теории М. С. Молоденского нормальная и геодезическая высоты связаны 

соотношением [66] 

 

H = H
γ
 + δ,                                                (21) 

 

где H – геодезическая высота, в настоящее время определяется из GPS-измерений;  

      H
γ
 – нормальная высота, которая определяется из наземного геометрического 

нивелирования и наблюдения силы тяжести;  

      δ – аномалия высоты. 

Нормальную высоту H
γ 

можно определить методом спутникового нивелиро-

вания. Это требует разработки эффективного метода нахождения аномалии высо-

ты δ. 
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1.7 Уклонение отвеса и составляющие уклонений отвесных линий 

 

Понятие уклонения отвеса является важным в физической геодезии и тео-

рии фигуры Земли. Уклонение отвеса это угол между касательными к силовым 

линиям реального и нормального полей силы тяжести. 

Астрономо-геодезические уклонения отвесной линии, вычисляют по дан-

ным наземной геодезии и астрономических определений по формулам (22). 

Для того чтобы получить уклонения отвесной линии с максимально высо-

кой точностью необходимо подобрать оптимальную длину линии. Для коротких 

расстояний ошибка мала и на нее не влияют поправки за не параллельность сило-

вых линий нормального поля и поправки за аномалии силы тяжести, что особенно 

важно в горных районах [30]. 

Составляющие уклонения отвесной линии в плоскости меридиана ξ и плос-

кости первого вертикала ε в топоцентрической системе координат, связанны с 

производной от возмущающего потенциала Тс по формулам: 

 

 

1
ξ υ ,

γ

1
ε (λ )cos .

γ

x

y

В T

L В T

                                             (22) 

 

где υ, λ – астрономические широта и долгота пункта;  

      В, L – геодезические широта и долгота пункта; 

      Тх = ∂Т/∂х и Ту= ∂Т/∂у.  

Уклонение отвесной линии, вызванное притяжением топографических масс, 

называют топографическим уклонением отвеса. Их используют в предгорных и 

горных районах, так как там аномалии гравитационного поля в значительной сте-

пени обусловлены топографическими массами. В равнинных районах топографи-

ческие уклонения отвеса малы, а их вариации вызываются неоднородностью 

строения земной коры. 
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Топографические уклонения отвеса вычисляют методом численного инте-

грирования с применением топографических карт.  

Метод аппроксимации точечными массами предусматривает аппроксима-

цию аномального поля потенциалом системы точечных масс, которые вычислены 

по формулам для уклонения отвесных линий в виде 

 

3
1

ξ 1
,

ε γ

N
ii

i ii

x xGM

y yr
                                            (23) 

 

где N – число точечных масс;  

      Mi – значение i-й точечной массы;  

      xi, yi – плоские прямоугольные координаты i-й точечной массы;  

      ri – расстояние от определяемой точки до i-й точечной массы.  

Метод точечных масс позволяет получить компактные модели возмущаю-

щего потенциала Земли и вычислить составляющие аномального ускорения с 

наименьшей затратой времени. 

В связи с тем, что исходным аномалиям соответствует огромное множество 

реализаций систем точечных масс, то достаточно сложно определить параметры 

точечных масс. Способы решения этой задачи предложены в [69]. 

Возмущающий потенциал Земли методом аппроксимации точечными масса-

ми представляется в виде суммарного потенциала притяжения системы масс со-

гласно формуле 

 

1

,
n

t

t t

GM
T

r                                                   (24) 

 

где  - расстояние до притягиваемой точки X,Y,Z – 

прямоугольные геоцентрические координаты точки внешнего пространства;  

         Xt,Yt,Zt – прямоугольные геоцентрические координаты точечной массы с но-

мером t;  
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         Мt – значение точечной массы с номером t;  

         n – число точечных масс [85]. 

Возмущение силы тяжести можно определить, зная положение точки Р в 

пространстве и нормальную силу тяжести γР  

 

δg = gР – γР,                                                  (25) 

 

где gР – сила тяжести измеряемая на поверхности земли гравиметром;  

      γР – вычисляемая нормальная сила тяжести. 

Указанные в формуле (25) величины определены спутниковыми методами 

для искусственных спутников Земли и точек земной поверхности. В геодезии 

плановое положение точек земной поверхности определяется геодезическими ко-

ординатами B, L, а отметки задаются нормальной высотой H
γ
 или ортометриче-

ской высотой Н. 

Аномалия силы тяжести в формуле (27), задана на поверхности Земли и 

называется смешанной аномалией в свободном воздухе. По определению Моло-

денского она определяется без гипотез о строении Земли, а по нормальной силе 

тяжести γQ и по измеренной величине gΡ. Нормальная сила тяжести может быть 

найдена по нормальной высоте Н
γ
, точки Q над эллипсоидом [90]. 

Смешанная аномалия силы тяжести 

 

Δg = gР – γQ .                                               (26) 

 

Точка Q имеет такое геометрическое место, в котором нормальная сила тя-

жести совпадает с силой тяжести на поверхности Земли. 

В сферическом приближении формула (26) имеет вид, без учета уклонение 

отвеса 

 

2γ
γ 2 δ,P Q

T T
g g g

r r r
                            (27) 
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где r – расстояние между текущей и определяемой точками. 

Среднее значение нормальной силы тяжести вдоль силовой линии реально-

го гравитационного поля Земли между точками уровенной поверхности и геоида 

вычисляется по формуле  

 

γV = γ0 – 0,1543H,                                           (28) 

 

где Н – высота текущей точки;  

      γ0 – нормальная сила тяжести [29]. 

Поправка за высоту в нормальное значение силы тяжести равна 

 

Δγ = – 0,30855(1+0,00071 cos 2B)H
γ
+0,0723(H

γ
)

2
 ·10

-6
.            (29) 

 

Если нормальная высота дается в метрах, то поправка за высоту в нормаль-

ное значение силы тяжести будет выражаться в миллигалах [72]. 

По формуле введенной Антоновым Ю. В. в [3] ведется редуцирование гра-

виметрических наблюдений для того чтобы исключить ложные аномалии 

 

Δg = gнабл – g0+0,3086H – 0,0419 Δρ H,                        (30) 

 

где Δg – аномальные значения силы тяжести;  

      gнабл – наблюденные значения силы тяжести;  

      g0 – нормальные значения силы тяжести;  

      Н – ортометрическая высота пункта наблюдения;  

      Δρ – плотность промежуточного слоя;  

     0,3086 – значение нормального градиента силы тяжести, выражаемое в мГал/м;  

     0,0419 – коэффициент, определяемый притяжением плоско-параллельного 

слоя.  
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При вычислении топографических аномалий наблюденное значение силы 

тяжести, сравнивается с нормальным значением силы тяжести γ. 

Влияние на силу тяжести всех топографических однородных по плотности 

масс Земли или только влияние топографических масс некоторой области учиты-

вается топографической редукцией 

 

ΔgТ  = (g–γ) – kHQ + ΔgР,                                         (31) 

 

где k=2πfΔρ, мГал/м;  

      Δρ – плотность топографической массы;  

      G – постоянная тяготения;  

      ΔgР – поправка за рельеф местности, которая учитывает отступление формы 

земной поверхности от плоскости.  

В горной местности поправка может достигать нескольких десятков милли-

гал. 

Редукция Прея показывает изменение силы тяжести при погружении в 

глубь Земли и вычисляют ее следующим образом  

 

Δgn = +0,3086h – 2×0,0418 Δρ h,                              (32) 

 

где h – глубина точки. 

Аномалии Буге получают, если принять топографические массы равными 

притяжению плоского бесконечного слоя и если исправить этой поправкой 

наблюденное значение g 

 

(g – γ)Б = g – 2πf Δρ H
γ
 +Δgр – γ0+0,3086 H

γ
.                    (33) 

 

Сумма поправок называется поправкой или редукцией Буге 

ΔgБ = –2πf Δρ H
γ
 + 0,3086 H

γ
.                               (34) 
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Аномалия Фая вычисляется по формуле 

 

(g – γ)F = g +Δgр + 0,3086 H
γ 
– γ0.                             (35) 

 

Редукцией Фая называется сумма поправок за высоту и за рельеф  

 

ΔgF = 0,3086 H
γ 
+ Δgр.                                     (36) 

 

Переход от аномалий Буге к аномалиям в свободном воздухе осуществляет-

ся по формуле 

 

(g – γ)св.в. = (g – γ)Б +2πf Δρ H
γ
.                            (37) 

 

Аномалии в свободном воздухе существенно зависят от рельефа местности 

и в условиях сложного рельефа, например в горном районе, изменяются интен-

сивно [72]. Их получают из обработки специальных измерений силы тяжести по 

гравиметрическим картам, либо по трассе нивелирования. Иногда применяют ин-

терполяцию аномалий в свободном воздухе через аномалии Буге ΔgБ 

 

g – γ = ΔgБ +kh,                                           (38) 

 

где k = 0,0418∙Δρ мГал/м – коэффициент редукции Буге;  

      Δρ – принятая плотность горных пород в г/см
3
. 

Наиболее часто встречаются такие значения, как: 

Δρ = 2,67 и k = 0,1117 мГал/м, 

Δρ = 2,3 и k = 0,0962 мГал/м. 

Аномалии Буге лучше интерполируются между гравиметрическими пунк-

тами, чем аномалии в свободном воздухе. Непосредственно по измерениям силы 

тяжести составляют карты аномалий Буге. 
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Действие притягивающих топографических масс является одной из главных 

причин, которая вызывает изменения аномалий силы тяжести. Данные массы 

находятся в слое ограниченном снизу поверхностью нормального поля силы тя-

жести, а сверху физической поверхностью Земли. В работе [22] приведены иссле-

дования, которые показали, что необходимо учитывать сжатие земного эллипсои-

да при вычислениях аномалий силы тяжести, так как при замене сфероидической 

поверхности на сферическую погрешность может составлять более 1 мГал. 

 

1.8 Роль и основные направления исследований в геодезии в настоящее    

время, использующие данные о поле силы тяжести 

 

Действующий в настоящее время паспорт научной специальности «Геоде-

зия» обозначает содержанием специальности определение формы и размеров 

Земли, ее гравитационного поля, пространственных характеристик природных и 

техногенных объектов, явлений и процессов на ее поверхности. К областям дан-

ных исследований отнесено, в частности, следующее: 

– определение параметров земного эллипсоида, геоида и гравитационного 

поля Земли, изменение их в пространстве и во времени; 

– геодезическое обеспечение геодинамического мониторинга состояния 

окружающей среды, в первую очередь, опасных процессов и явлений, способ-

ствующих возникновению кризисных ситуаций; 

– геодезический мониторинг напряженно-деформированного состояния 

земной коры и ее поверхности, зданий и сооружений, вызванного природными и 

техногенными факторами, с целью контроля их устойчивости, снижения риска и 

последствий природных и техногенных катастроф, в том числе землетрясений. 

Перечисленные направления и многие другие в науках о Земле активно ис-

пользуют данные о гравитационном поле различного масштаба. 

1.9 Влияние изменений силы тяжести вблизи водохранилищ 
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Создание водохранилищ приводит к нарушению геодинамических процес-

сов, что выражается в существенной трансформации экзогенных и в активизации 

эндогенных процессов. 

Изменение гравитационного поля проявляется в результатах геодезических 

измерений, а именно в изменениях широт, долгот и нормальных высот пунктов 

наблюдений. 

Чтобы произвести оценку изменения координат В, L, H
γ
 при изменении 

уровня воды в водохранилище необходимо знать вариации потенциала притяже-

ния ΔV и его первых производных по координатам Δgx, Δgy, Δgz: 

 

  
3

τ

τ
( ) ρ ,

d
V P G

r
                                         (39) 

      
3

τ

( ) ρ τP
i

i i
g P G d

r
                                      (40) 

2 2 2( ) ( ) ( )p p pr x x y y z z                                  (41) 

 

где i={x,y,z};  

      τ – область аномальных массы воды;  

      iP={xp, yp, zp} – координаты результативной точки Р, в которой оцениваются 

вариации силы тяжести;  

      r – расстояние от Р до текущей точки в объеме τ;  

      G – гравитационная постоянная;  

      Δρ – плотность воды, равная 1 г/см
3
. 

В работах [29, 82, 92] приведена динамическая модель водных масс, которая 

была построена с помощью метода аппроксимации объема водохранилища систе-

мой элементарных параллелепипедов Δτi, с гранями параллельными координат-

ным плоскостям. Точнее выполнить аппроксимацию объема позволяет уменьше-

ние размеров параллелепипедов Δτi, но бесконечное уменьшение размеров Δτi за-

трудняет выполнение исследований. Следовательно, необходимо решать вопрос о 

, 

, 
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размерах параллелепипедов Δτi, для конкретных случаев персонально, в соответ-

ствии с имеющимися исходными данными, расположением области τ, возможно-

стей используемых вычислительных средств и точностью решаемых задач. 

В работе [82] приведены результаты исследований вариаций высоты, на мо-

дели водных масс Саяно-Шушенского водохранилища с разбивкой его на элемен-

тарные параллелепипеды. При анализе результатов установлены максимальные 

размеры элементарных параллелепипедов. 

Вариации гравитационного поля, обусловленные изменением массы, вызы-

вают изменение значений отметок и координат, а результаты геодезических изме-

рений искажаются ошибками измерений и зависят от влияния внешних факторов 

таких вариаций. 

Детальные вариации гравитационного потенциала и его характеристик 

определяются с целью учета их влияния на результаты повторных высокоточных 

нивелирных измерений и высокоточных гравиметрических измерений выполняе-

мых для изучения вертикальных движений земной поверхности и деформаций. 

Для изучения влияния крупных водохранилищ, мест добычи полезных ис-

копаемых, горных хребтов на изменения гравитационного потенциала и его ос-

новных характеристик различают следующие факторы: 

Разовые изменения, которые обусловлены сосредоточением больших масс в 

районе водохранилищ, карьеров (отвалов) руды на небольшой территории. Это 

приводит к изменению локального и регионального гравитационного поля и учи-

тывается при сравнении гравиметрических измерений в этих районах, при срав-

нении результатов высокоточного нивелирования, выполненных до их образова-

ний и после, а также при гравиразведке, как возмущающий фактор. Совместное 

влияние на земной поверхности, в различных ее частях, большого количества, как 

крупных водохранилищ, так и карьеров (отвалов), должно оцениваться при по-

строении моделей гравитационного потенциала и фигуры Земли в планетарном 

масштабе. 
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При выполнении повторного высокоточного нивелирования и гравиметри-

ческих измерений необходимо учитывать изменения гравитационного потенциала 

и его характеристик, которые обусловлены сезонными изменениями [114]. 

В работе [82] выполнены исследования вариаций гравитационного потенци-

ала и его характеристик для Саяно-Шушенского водохранилища, которые пока-

зывают, что в окрестности водохранилища создаются возмущающие поля анома-

лий высот и силы тяжести, которые необходимо учесть при выполнении высоко-

точных геодезических и гравиметрических работ, а также при объяснении резуль-

татов. 

Результаты вычислений, приведенные в работах [13, 80] показали, что из-

менение уровня водохранилища Саяно-Шушенской ГЭС на несколько десятков 

метров может вызвать вариации силы тяжести, достигающие по абсолютной ве-

личине (1–2)·10
-5

 м/с
2
, а изменение нормальных высот отметок от 1 до 15 мм, что 

входит в допустимую погрешность. 

Распространенным методом определения осадок марок и реперов является 

геометрическое нивелирование. При выполнении геометрического нивелирования 

на каждой станции измеряют расстояние dh между уровенными поверхностями 

потенциала силы тяжести WA(T0) и WB(T0), проходящими через точки А и В стоя-

ния реек в момент Т0. WA(T0), WB(T0) – это уровенные поверхности в точках А и В в 

момент Т0, WA(T1), WB(T1) – уровенные поверхности в точках А и В в момент Т1 

(рисунок 1). 

Чтобы выполнить большое количество циклов геометрического нивелиро-

вания необходимо иметь неизменное положение уровенных поверхностей и от-

весной линии АI0 с течением времени. Тогда превышение точки В над точкой А в 

момент T0 будет равно 

 

0 0( ) ( )
,

γ

A B

cp

W T W T
dh                                               (42) 

 

где γср – среднее значение нормальной силы тяжести по линии АВ. 
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Рисунок 1 – Схема геометрического нивелирования при переменном         

гравитационном поле 

 

Вариации потенциала в точках А и В приводят к изменению нормальных 

высот точек А и В на величины  
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                                 (44) 

 

В момент Т1 превышение точки В над точкой А будет равно 

 

dh'=dh+δh,                                               (45) 

 

где 
γ

A B

cp

W W
h – поправка в элементарное превышение за влияние вариаций 

гравитационного поля, которые обусловлены изменением уровня водохранилища 

[14, 41, 82]. 
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В результате изменения поля силы тяжести, в момент времени T1 значение 

потенциалов силы тяжести в точках А и В будут равны 

 

WA(T1)=WA(T0)+ ΔW(A, T1),                                (46) 

WB(T1)=WB(T0)+ ΔW(B, T1),                                (47) 

 

где ΔW(A, T1) и ΔW(B, T1) – вариации потенциала силы тяжести. 

Формулы, которые в основном основаны на дифференциальных свойствах 

потенциала силы тяжести, используют для вычисления поправки за влияние вари-

аций гравитационного поля в нивелирные превышения. Используют формулу (48) 

для вычисления изменений элементарного превышения на станции 

 

1
( ),

γ
X Y Zh dx dy dz

   
                                  (48) 

1 0 1 0 1 0( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ),X X X Y Y Y Z Z Zg T g T g T g T g T g T                  (49) 

 

где δХ, δY, δZ – вариации составляющих вектора силы тяжести, они обусловленные 

изменением уровня объема за промежуток времени Δt=Т1 –Т0. 

По формулам (48), (49) определяют поправки за влияние вариаций гравита-

ционного поля в элементарные нивелирные превышения, в процессе измерений. 

Найденные оценки в работе [75] показали, что поправки δh необходимо учиты-

вать при обработке нивелирования I и II классов, а в горной местности и III клас-

са. Их достаточно получать с миллиметровой точностью, а также с соответству-

ющей точностью надо знать величину γср. От сложности гравитационного поля, от 

величины превышений и от точности нивелирования зависит частота гравиметри-

ческих пунктов вдоль нивелирной линии. 

На примере гидротехнического сооружения ГЭС в работе [28], рассмотрен 

порядок величин возможного влияния ГЭС на уклонения отвеса. Горизонтальная 

составляющая вектора силы тяжести, обусловлена массой сооружения и вычисле-

на в некоторой точке О. Для решения такой задачи «разрезают» водохранилище 
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на горизонтальные бруски бесконечно малого сечения и начало координат мест-

ной системы помещают в некоторую точку О. 

 

1.10 Движения земной коры и сила тяжести 

 

Еще Молоденский М. С. [66, 67] обратил внимание на то, что при изучении 

фигуры Земли необходимо различать горизонтальные и вертикальные смещения 

точек земной поверхности, изменения направлений отвеса и смещения уровенных 

поверхностей. В основном изменения высот реперов при геометрическом нивели-

ровании объясняют вертикальными движениями данных реперов, а изменения в 

астрономических долготах объясняют горизонтальными смещениями астрономи-

ческих пунктов. 

Изменения во времени характеристик гравитационного поля Земли, коорди-

нат и высот играют достаточно важную роль в решении фундаментальной про-

блемы современных движений земной коры [84]. 

Чтобы из повторного геометрического нивелирования рассматривать влия-

ние изменений гравитационного поля на вертикальные движения земной коры 

необходимо включить высокоточные повторные астрономические определения и 

геодезические связи. Повторные геодезические связи необходимы, чтобы исклю-

чить влияние смещения рассматриваемых точек из изменений астрономических 

координат. Эти связи должны быть межконтинентальными. 

На основе обработки результатов измерений повторного нивелирования и 

полученных данных о смещении отвеса относительно земной поверхности, можно 

сделать статистически достоверный вывод о существовании вертикальных дви-

жений.  

Наблюдения наклонов грунта, с помощью непрерывно фиксирующих изме-

нение угла между отвесом и грунтом наклономеров, которые непосредственно 

сравнимы с результатами повторного нивелирования.  

Точность непрерывных наклономеров за короткие промежутки времени вы-

сока, но результаты длительного наклономерного наблюдения подвержены ис-
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кривлениям смещениями нульпункта. Чтобы снизить искажения необходимо сов-

местно использовать непрерывные наклономерные наблюдения и повторное ни-

велирование. Особенно данные виды наблюдений необходимо применять в тех 

местах, где непрерывные наклономеры указывают на значительные наклоны 

грунта. 

При обработке повторных триангуляционных измерений, которые выпол-

няют для изучения горизонтальных движений земной коры, следует иметь в виду 

возможность смещений отвеса относительно земной поверхности, особенно при 

значительных наклонах визирных лучей [29]. 

Одним из наиболее важных видов геодезических работ являются нивели-

ровки, дающие представление о значении потенциала силы тяжести на поверхно-

сти Земли. Отсутствие единого подхода в геодинамике и геодезии, проявляется в 

игнорировании при изучении вертикальных движений земной коры нивелиром, 

изменений гравитационного поля. Даже изменение влажности грунта может вы-

звать изменение гравитационного поля.  

Суммы нивелирных превышений зависят от пути нивелирования, так как 

земное гравитационное поле является нецентральным, а невязка в полигоне от-

лична от нуля. Используя данные о силе тяжести вдоль линий нивелирования, 

определяются разности потенциалов. 

Совместная обработка результатов повторных нивелировок с измерениями 

силы тяжести позволяет определить вертикальные движения точек земной по-

верхности и изменения земного гравитационного поля [96]. Спутниковые наблю-

дения, повторное нивелирование и повторные измерения силы тяжести являются 

основными методами определения вертикальных движений земной коры и изме-

нений гравитационного поля [7]. 

В случае возрастания интенсивности современных деформационных про-

цессов повторное нивелирование проводится не реже 1 раза в месяц. Результаты 

локального и зонального мониторинга используют для определения прогностиче-

ских признаков сейсмических событий, локальных просадок и аномальной акти-

визации разломов. 
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Так как установка нивелира производится по отвесу, а отвес изменяет свое 

первоначальное положение при изменении гравитационного поля, то по теории 

Фоглера, превышения изменяются без вертикальных движений. 

На физической поверхности Земли геодезические измерения связаны с 

направлением отвесной линии. На физической поверхности Земли направление 

отвесной линии совпадает с направлением нормали к уровенной поверхности по-

тенциала силы тяжести W(x,y,z), проходящего через точку Р(x,y,z). 

Перераспределение масс на поверхности Земли вызывается изменением 

кривизны уровенных поверхностей напряжѐнности гравитационного поля, и вы-

зывает изменения положений отвесных линий и уровенных поверхностей. Изме-

нения уровенных поверхностей и отвесных линий появляющиеся в результатах 

геодезических измерений объясняют вертикальные и горизонтальные движения 

поверхности Земли. Молоденский М. С., Еремеев В. Ф. и Юркина М. И. в [29] 

указывали на то, что в действительности таких движений нет или они малы, но 

иногда они больше получаемых по результатам повторных геодезических измере-

ний. 

С помощью повторных гравиметрических наблюдений можно выявить вли-

яние притяжения масс на геодезические измерения. Однако по результатам по-

вторных гравиметрических измерений не всегда можно выявить вариации силы 

тяжести с достаточной точностью. Если объѐм и форма переменной массы из-

вестны, то можно получить потенциал притяжения и его производные в любой 

точке Р (x,y,z), вызванные этими массами, с более высокой точностью и с мень-

шими затратами труда, чем в результате повторных гравиметрических измерений. 

Нельзя судить однозначно только по результатам повторных гравиметриче-

ских наблюдений, изменяется ли гравитационное поле, так как причиной измене-

ний силы тяжести могут быть смещения измерительных точек по высоте относи-

тельно центра масс Земли. Однако и по результатам только повторного геометри-

ческого нивелирования нельзя судить есть ли относительные вертикальные сме-

щения реперов, так как причиной изменения превышений может быть изменение 
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гравитационного поля – повороты отвесов относительно грунта при его непо-

движности [97].  

Актуальной задачей геодезии и геофизики является совместное определение 

параметров движений земной коры и временных изменений гравитационного по-

ля. Одной из основных проблем в рамках наук о геодезии и геодинамике является 

познание закономерностей движений геодинамических систем (ГДС) физической 

поверхности Земли (ФПЗ) и внешнего гравитационного поля Земли (ВГПЗ). В 

геодинамике необходимо знание закономерностей движений для того, чтобы изу-

чать глубинные силы и процессы, возникающие в результате эволюции Земли, 

планеты и обуславливающих движение вещества внутри Земли. А в геодезии – 

для того, чтобы решать задачи редуцирования во времени результатов измерений 

как астрономо-геодезических так и гравиметрических на выбранную эпоху [30]. 

Природные и техногенные геодинамические явления различным образом 

влияют на результаты геодезических измерений. Как через изменения положения 

геодезических пунктов, так и через изменения гравитационного поля [40]. Их мо-

ниторинг является основным геодезическим вкладом в геодинамические исследо-

вания. 

Как уже было отмечено, изменения поверхности Земли и поля силы тяжести 

характеризуются наклонами уровенной поверхности относительно физической 

поверхности Земли или изменением отвесной линии, деформациями физической 

поверхности, величиной и скоростью изменения силы тяжести. При перемещении 

масс внутри Земли и изменении формы рельефа поле силы тяжести меняется, из-

менения силы тяжести вызывают новые деформации Земли. Изменение поверхно-

сти Земли и вариации поля силы тяжести взаимосвязаны [71]. Временные измене-

ния силы тяжести происходят вследствие перераспределения масс в теле Земли. 

Повторные гравиметрические наблюдения приводят к обнаружению изме-

нений силы тяжести в локальных масштабах, которые связаны с геодинамически-

ми и техногенными процессами в близповерхностных слоях (добыча ископаемых, 

промышленное строительство и т. п.). При таких исследованиях локальные пере-

мещения масс являются возмущающими эффектами [90]. 
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Определение изменений силы тяжести в результате техногенных воздей-

ствий является частью комплексных исследований на геодинамических полиго-

нах. Цель создания таких полигонов заключается в получении характеристик де-

формаций и движений земной поверхности в районах интенсивной деятельности 

человека на основе результатов повторных геодезических наблюдений, свобод-

ных от влияния изменений гравитационного поля, обусловленного перераспреде-

лением масс [82]. 

Временные вариации силы тяжести, обнаруженные из повторных измере-

ний, дают важную информацию о глобальных, региональных и локальных пере-

мещениях земных масс [90]. Глобальные изменения силы тяжести (более 10
4
 км) 

вызываются перемещениями масс в теле Земли, изменением гравитационной по-

стоянной и изменением суточного вращения Земли. Региональные изменения си-

лы тяжести (от 10
2
 до 10

4
 км) происходят одновременно с тектоническими про-

цессами и накоплением осадочных пород. Глобальные и региональные изменения 

носят вековой характер. Локальные изменения (от 1 до 10
2
 км) связаны в основ-

ном с сейсмотектоническими процессами, с землетрясениями, с вулканическими 

процессами, с движениями в зонах разломов земной коры [100]. В [5, 72] реко-

мендуется выполнять учет влияния уклонений силы тяжести и их изменений на 

точность прогноза движений земной коры. 

 

1.11 Выводы 

 

Сделан обзор гравитационных характеристик объектов глобального, реги-

онального и локального масштабов, отмечена важность исследований поля силы 

тяжести и их развитие в последние столетия. 

Отмечена роль знаний о гравитационных характеристиках объектов на зем-

ной поверхность для учета их во многих науках о Земле и, в частности, в геоде-

зии. Одними из важных научных и практических результатов данных исследова-

ний являются повышение точности данных, получаемым по геодезическим изме-

рениям, и достоверности их интерпретации. Приведены примеры. 
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2 АНАЛИТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ                            

ГРАВИТАЦИОННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

 

2.1 Прямая и обратная задачи 

 

Прямая и обратная задачи тесно связаны, но их решения имеют принципи-

альное различие. Прямая задача сводится к определению характера аномалий гра-

витационного поля и эффекта тел, составляющих модель в зависимости от задан-

ных форм, глубин, размеров, физических свойств, плотности тел объекта. Эта за-

дача всегда решается однозначно, имея устойчивое решение [98]. 

Обратная задача сводится к определению параметров аномалиеобразующих 

тел их формы, размеров, глубины залегания, плотности аномальных масс по из-

меренным параметрам поля и по гравитационным аномалиям, и приводит к инте-

гральному уравнению, для которого не существует единственного решения [103]. 

Обратные задачи, как правило, неустойчивы. Решения обратных задач могут и не 

иметь физических аналогов, но несоответствие результатов измерений достаточно 

высокой точности структуры априорной модели является основанием, чтобы ее 

отвергнуть [30, 92]. 

Решить прямую задачу – означает определить соответствующие элементы 

поля по заданным распределениям физических параметров, которые характери-

зуют определенные свойства изучаемой среды. При использовании этих методов 

появляется возможность учета влияния тел, осуществление анализа вычисленных 

компонент полей и решения обратных задач используя методы моделирования. 

Задание источников поля должно обладать хорошими аппроксимационными 

свойствами, которые бы позволяли наиболее адекватно описывать строение ре-

альных геологических тел и структур и должна быть обеспечена высокая скорость 

вычисления с требуемой точностью решения [79]. 
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2.2 Гравитационное поле и распределение плотности 

 

Измеренные во внешнем пространстве элементы гравитационного поля 

служат важным источником информации, элементы рассматриваются как функ-

ции распределения земных масс. Измерения в гравиметрии можно проводить на 

суше, на море и в воздухе, что является преимуществом данного метода. Полу-

ченные дискретные данные о гравитационном поле обладают высоким разреше-

нием. 

Специальной обработки требуют результаты измерения гравитационного 

поля и физических полей перед их интерпретацией. Получение аномальных зна-

чений поля является итогом этой обработки. 

В связи с активным поиском месторождений различных полезных ископае-

мых существенно возросла актуальность получения аномалий силы тяжести, ко-

торые в минимальной степени были бы осложнены влиянием препятствующих 

факторов, ослабляющих гравитационный эффект объектов поиска.  

Аномалия силы тяжести является наиболее важной возмущаемой величи-

ной, связанной с гравитационным полем. Также используют и другие величины, 

которые вычисляют при трансформациях поля силы тяжести. 

Результаты измерений аномалии силы тяжести отражают суммарное влия-

ние всех земных масс, что существенно осложняет интерпретацию аномального 

поля силы тяжести. При использовании информации, такой как, топографическая, 

геологическая и геофизическая, влияние известных масс, как правило, учитывают 

с помощью поправок. 

Согласно теорем Стокса о гравитационном поле уровенного эллипсоида по-

является неоднозначность обратной задачи. Для созданного распределением масс 

поля аномалий можно выбрать огромное количество эквивалентных распределе-

ний масс. Но однозначно определяется только общая масса тела, а не плотность 

слоя поверхности Земли и плановое расположение центра масс. 

На практике же, при решении обратной задачи переходят к прямой задаче 

гравиметрии, так как эта задача имеет единственное решение по закону всемирно-
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го тяготения. Аномалия силы тяжести в местной декартовой системе координат 

определяется формулой  

 

3

ρ( ')( ' )
( ) ν,

'

r z z
g r G d

r r
    

                                    (50) 

 

где Δρ – разность плотностей возмущающего тела и окружающего вещества;  

      dv = dx’dy’dz’ – элемент объема [81]. 

Обратная задача гравиразведки (в наиболее важной для практики формули-

ровке) состоит в нахождении распределений масс по заданному гравитационному 

полю этих масс. 

На начальном этапе планирования гравиметрической съемки принято выби-

рать подходящее расположение пунктов и находить нужную точность вычисления 

аномалий. В этом случае наиболее выгодным является соотношение между при-

тяжением тел простой формы и их глубиной. Рассмотрим методы решения пря-

мых задач гравиметрии для типовых аппроксимирующих элементов. 

 

2.3 Решение прямых задач 

 

Созданию эффективных методов решения прямых задач посвящено доста-

точно много работ. Приближенные алгоритмы решения прямых задач для тел с 

экспоненциальной плотностью приведены в работах [70, 90, 110, 112]. В [110, 

112] тело разбивалось системой полосок, также как и в [70], где гравитационный 

эффект аппроксимирующего тела определили путем набором полосок. В [90] тело 

представлялось конечными элементами и цифровыми моделями. В [88] получено 

аналитическое решение прямой задачи гравиметрии для многоугольников с кри-

волинейными сторонами. Алгоритмы решения прямых задач гравиметрии для 

сферических тел приведены в работах [86, 87, 108]. В [87] получено решение за-

дачи для прямоугольного параллелепипеда, в [108] – для сферического много-

гранника, а в [86] приведен алгоритм решения задачи для сферической призмы.  
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При решении задач регионального масштаба необходимо учитывать сфе-

ричность Земли, а в качестве аппроксимирующих элементов использовать сфери-

ческие тела. Сферический многогранник целесообразно использовать для интер-

претации данных морских и спутниковых измерений, а сферическую треугольную 

призму – для данных наземной съемки.  

Некоторые методы редукции основываются на расчете притяжения плоско-

го диска (рисунок 2) [19].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2 – Притяжение плоского диска 

 

Потенциал диска в точке А равен 
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Притяжение точки элементом диска равно 
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ρ υ .dm rd drdz                                                    (53) 

 

Притяжение точки всем диском равно 

 

2 2 2 2ρπ ) ,Δ (2 l Hg G a l a H
                              (54) 

 

где l=ОА – высота точки А; 

     Н – толщина диска;  

     а – радиус диска;  

     Δρ – однородная плотность. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3 – Двумерный горизонтальный слой 

 

Рельеф границ, которые лежат горизонтально, можно определять по форму-

ле для гравитационной аномалии. Эта аномалия вызывается двумерной горизон-

тальной пластиной толщиной Δz на глубине z1. Для точки Р на поверхности             

(рисунок 3), где Δρ разностная плотность. 

При х1→∞ найдем 

 

π ρg G z .                                                    (55) 

Δz 

Р х1 х 

z1 

z2 
Δρ 

∞ 
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Выражение (55) имеет название – притяжение полупластины Буге. На 

большом горизонтальном расстоянии приведенное притяжение будет равно мак-

симальной величине 

 

2π ρg G z .                                                  (56) 

 

При гравиметрической съемке расстояние между пунктами может меняться 

зависимо от размеров аномального тела и его глубины залегания, на величину от 

километров до метров. Шаг съемки должен иметь размеры меньше глубины ано-

мального тела. Точность аномалий Буге зависит от точности введенных поправок. 

Интеграл (50) имеет замкнутую форму для тел простой формы и постоянной 

плотности. Если начало координат находится в точке поверхности, тогда для шара 

радиуса R в плоскости ху с постоянной плотностью или же состоящего из концен-

трических слоев применяется формула 

 

3

2 2 2 3/2

4
π ρ ,

3 ( )

z
g GR

x y z                                         (57) 
 

 

где х, у, z – координаты центра шара.  

Приведем максимальное значение аномалии, порождаемой шаром 

 

3

2

4
π ρ ,

3

R
g G

t                                                
    (58) 

 

и горизонтальным двумерным цилиндром с бесконечным простиранием вдоль  

оси у 

 

2

2π ρ ,
R

g G
t

                                                  (59) 

 

где R – радиус;  
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t – глубина залегания центра шара, используя формулу (57). 

Существует возможность представить тела с неправильной формой и неод-

нородной плотностью суммой элементарных тел. Среди элементарных тел инте-

рес представляют однородные шары и прямоугольные параллелепипеды.  

Решить прямую задачу можно, определив гравитационный эффект Δgш. 

Представим однородный шар с радиусом R, с объемом V, и с плотностью σ распо-

ложенный на глубине h. 

Предположим, что аномалия силы тяжести над шаром совпадает с аномали-

ей точечной массы, которая помещена в его центр, ссылаясь на закон всемирного 

тяготения  

 

                                                  (60) 

 

где Δgш – аномалия над шаром;  

     M=ΔρV – избыточная масса шара. 

Также можно решить прямую задачу, определив гравитационный эффект 

Δgц. Представим горизонтальный круговой цилиндр с радиусом R, с сечением S и 

с плотностью Δρ расположен вдоль оси Y на глубине h. Поскольку притяжение 

цилиндром будет таким же, как притяжение вещественной линии, то для точек 

наблюдения вдоль оси X (y = z = 0) можно привести следующее выражение  

 

2 лин
ц 2 2 2 3/2 2 2

2 ρ
Δ

( )
ρ

G hdy
g G R

x y h x h
  ,                              (61) 

 

где ρлин – линейная плотность цилиндра [7, 23, 82]. 

Для учета влияния рельефа часто применяют метод, в котором всю окружа-

ющую местность представляют в виде криволинейных призм, допустим, толщина 

призмы будет постоянной. Общее влияние рельефа получается как сумма всех 

влияний отдельных призм. 
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Для точки на оси вертикального цилиндра в системе координат r, α, z можно 

получить соотношение 

 

                (62)
 

 

где z = r cosα, у = r sinα, а r1, r2 и α1, α2 – предельные значения радиуса и азимута. 

В работе [19] приведен пример притяжения призмы abcda'b'c'd', которая 

вырезана из кругового цилиндра (рисунок 4), на точку А. 

 

 

Рисунок 4 – Элементарное притягивающее тело в виде цилиндрической 

призмы 

 

Получим притяжение кольца из притяжения цилиндра 

 

        (63) 
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В том случае, когда точка лежит на призме, r1=0, то 

 

2 2 2 2

2 1 2 2 2 1 .Δ ρ2π z r z r r rg G
                                    (64)  

 

 

Если необходимо из притяжения кольца выделить гравитационное влияние 

призмы, которая составляет 1/n часть всего кольца, то 

 

        
  (65) 

 

Для прямоугольного параллелепипеда с координатами вершин x1,x2,y1,y2,z1,z2 

(рисунок 5) имеем [111] 

 

2 2 2

пар

1 1 1

ρ ||| ln( ) ln( ) ,
x y zx y

g G x y r y x r zarctg
x y zz r

                 

(66) 

 

где 2 2 2 .r x y z  

 

 

Рисунок 5 – Элементарное притягивающее тело в виде параллелепипеда 
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В. М. Гордин [17] получил приближенные формулы для определения верти-

кальной составляющей притяжения части параллельного слоя, который заключен 

в круговой зоне, эта зона ограничена внешним и внутренним произвольными и 

фиксированными радиусами r1 и r2.  

Предполагается при учете поправок за рельеф определение влияния реаль-

ного промежуточного слоя между поверхностью Земли и уровнем относимости 

значений γ0. Если область учета рельефа местности ограничена неким радиусом 

RB, то нет смысла учитывать промежуточный слой как плоскопараллельный за его 

пределами. 

Например, аномалии будут искажены из-за недоучета эффекта масс во впа-

динах или учета влияния излишних масс на точках возвышения рельефа. В расче-

тах для территории Джунгарского Алатау показано, что искажения в аномалиях 

при RB = 2000 км достигают 0,5 мГал [38]. 

В связи с этим, вместо притяжения плоскопараллельного бесконечного слоя 

при детальных гравиметрических съемках рекомендуется учитывать влияние ко-

нечного горизонтального слоя, ограниченного радиусом (RB). Величина RB, опре-

деляется, исходя из того, что случайная составляющая влияния изменений не учи-

тываемых поправок за рельеф и промежуточного слоя, не превосходили на участ-

ке съемки заданную величину. 

Возможна замена квадратной области круговой и наоборот при условии, что 

площадь круга и квадрата равны (rц= 2d/√π), где rц – радиус, d – горизонтальное 

расстояние от результативной точки до стороны квадрата. При этом практическая 

точность будет выше, в связи с тем, что объем масс, которые учитываются при 

определении поправок за рельеф во внутренней области, меньше объема цилин-

дра или параллелепипеда. 

На аппроксимации поверхностями рельефа простой геометрической формы 

основано большинство способов учета влияния рельефа во внутренней области 

[17]. Большинство авторов представляют часть рельефа в виде конуса или 

наклонной плоскости, при разделении исследуемой области на квадраты или ци-

линдрические сектора участок представляют набором плоских площадок или ги-
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перболических и конических поверхностей. Это делают для упрощения вычисли-

тельных операций, которые при сложных условиях горной местности являются 

трудоемкими и дорогостоящими. 

В связи с тем, что вычисления поправок за рельеф внешней области выпол-

няют на ЭВМ, гравитирующие массы можно представлять в виде набора верти-

кальных параллелепипедов. Одно основание такого параллелепипеда совпадает с 

высотой уровня результативной точки, а другое основание совпадает с высотой 

конкретной точки цифровой модели местности (ЦММ) для исследуемой зоны 

[38]. 

 

2.4 Вариации гравитационного потенциала и его характеристик 

 

Возмущающие массы воды, заключенные в определенные области, для вы-

числения вариаций гравитационного потенциала и его характеристик в некоторых 

случаях аппроксимируют математической моделью. Их строят из однородных 

прямоугольных параллелепипедов. Из каждого однородного прямоугольного па-

раллелепипеда получают элементарные значения вариаций гравитационного по-

тенциала и его производных, затем суммируют и определяют их значения в ис-

следуемой точке. Вариации гравитационного потенциала и его характеристики, 

создаются моделью возмущающих масс. 

Элементарные прямоугольные параллелепипеды размещают параллельно 

координатным плоскостям условной прямоугольной системы координат 0XYZ 

(рисунок 6). Точка Р – это точка в которой вычисляют вариации гравитационного 

потенциала и его производные, ось z совпадает с направлением вектора силы тя-

жести в точке; x,y,z – координаты точки Р; X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2 – координаты вер-

шин параллелепипеда. 
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Рисунок 6 – Расположение элементарного прямоугольного параллелепипеда 

относительно принятой условной системы координат 

 

Данная система состоит из однородных прямоугольных параллелепипедов    

k = m×n, (Т) = {X1,X2,Y1,Y2,Z1,Z2}, Δρ – плотность масс однородного параллелепи-

педа Т; G – гравитационная постоянная и вычисляется по формулам: 

 

2 2 2 1/2( ' ' ' ) ;R X Y Z                                            (67) 

', ', ';X x X Y y Y Z z Z  

( ) ρ ,
T

dXdZdY
V P G

R
                                         (68) 

 

где V(P) – потенциал притяжения параллелепипеда Т. 

Формулы вертикальных и горизонтальных составляющих притяжения па-

раллелепипеда, градиентов силы притяжения параллелепипеда Т по осям приве-

дены в работах [28, 82]. А также приведены интегрированные по X', Y', Z' выраже-

ния для вычисления потенциала притяжения однородного прямоугольного парал-

лелепипеда Т в точке P и его производных. 

Также однородные тела сложной конфигурации можно аппроксимировать 

совокупностью горизонтальных слоев, ограниченных многоугольником [113] или 
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многогранником [101]. К поверхностному интегралу, формула (50), от объемного 

позволяет перейти интегральная формула (66) Гаусса. 

В работе [94] приведен пример использования протяженного тела T. Разбив 

T на маленькие кусочки ΔT с массой Δm. Символом Δ обозначаем приращение, а 

Q это точка пространства. Определение потенциала V и его градиента w выража-

ется в виде  

 

( )
T

dm
V Q

s
,                                                      (69) 

3
( ) ,

T

w Q dm
s      

                                              (70) 

 

где dm – элемент массы тела T,  

      
2 2 2 2 2 2 2 2 2', ( ') ( ') ( ') , , ' ' ' 'r r s x x y y z z r x y z r x y z   

      r и r' – радиус-векторы от центра системы координат до притягиваемой точки 

Q и до притягивающей точки Q' соответственно.  

При Q  T потенциал называется внешним, а при Q ∈ T – внутренним.  

 

2.5 Потенциалы правильных гравитирующих тел 

 

Потенциал одномерных тел. 

Потенциал материальной кривой T (рисунок 7) в силу (68) определяется 

криволинейным интегралом 

 

2 2 2

α( ', ', ')
( ) ( , , ) ,

( ' ) ( ' ) ( ' )T

x y z ds
V Q V x y z

x x y y z z
                         (71) 

 

где ds – элемент длины T;  

      α (кг/м) – линейная плотность в 
3
 (пространство согласно закону Ньютона).  
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Притягивающий элемент Q'Q" обладает массой dm, = α(Q')ds, ds =|Q'Q"|; 

точка Q' имеет координаты (x',y',z'); 2 2 2' ( ' ) ( ' ) ( ' ) .Q Q x x y y z z  Интеграл (71) 

элементарен для широкого класса плотностей.  

 

 

Рисунок 7 – Потенциал кривой T в точке Q(x, y, z) 

 

Отрезок. 

В данном случае Т, это отрезок оси z, который расположен между точками 

Q1(0,0,а) и Q2(0,0,b), при условии а < b. Линейная плотность отрезка α(z), масса 

α( ) .
b

a
M z dz  

Потенциал в цилиндрических координатах R, υ, z зависит от R, z и согласно 

формулы (70) равен 

2 2

α( ')
( ) ( , ) .

( ' )

b

a

z dt
V Q V R z

R z z
                                       (72) 

 

Окружность. 

Рассмотрим окружность x = a cosυ, y = a sinυ, z = 0 с линейной плотностью 

α(υ). В цилиндрических координатах элемент массы равен dm = a α(υ)dυ. 

Получим 

 

2

2 2 2 21

2 α(2 υ π)
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t

a t dt
V

a R z k t
                                 (73) 
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где 2 1 1 22 2

4 π υ π υ
, , , ,

( ) 2 2

aR
k t t t t

a R z
 0 ≤ k ≤ 1, причем k = 0 на 

оси z (при R = 0), k = 1 на самой окружности T (R = а, z = 0). 

 

2.6 Двухмерные задачи гравиметрии 

 

Плоскость. 

Потенциал материальной поверхности T с поверхностной плотностью β в 

пространстве 
3  

в силу уравнения (68) определяется двойным поверхностным 

интегралом 

 

2 2 2

β( ', ') ', '
( ) ( , , ) .

( ' ) ( ' )T

x y dx dy
V Q V x y z

x x y y z
                           (74) 

 

Поверхностная плотность β измеряется кг/м
2
. T – область в плоскости xy. По-

тенциал V(Q) непрерывен во всем пространстве 
3

. 

В качестве аппроксимирующего элемента, возможно, использовать трапеции 

с вертикальными боковыми сторонами (рисунок 8), а также с основаниями в виде 

сегментов парабол (рисунок 9) (В) и (Н), это верхнее и нижнее основания, кото-

рые произвольно расположены [79]. 

Под прямой задачей гравиметрии для рассматриваемых тел понимают опре-

деление вертикальной составляющей гравитационного потенциала, которая имеет 

вид 

2 2

(δ )
( , ) 2 ρ(ξ,δ) ξ δ,

(ξ ) (δ )
z

s

z
V x z f d d

x z
                              

(75) 

где х и z – координаты точки расчета;  

      f – константа гравитации;  

     ξ и δ – переменные интегрирования;  

     S – область интегрирования;  

     ρ(ξ, δ) – распределение плотности.  
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Рисунок 8 – Трапеция с вертикальными боковыми сторонами 

 

 

 

Рисунок 9 – Трапеция с параболическими основаниями 

 

Часто ρ(ξ, δ) = const, а моделируемый объем среды представляется набором 

кусочно-однородных аппроксимирующих тел конечных элементов.  
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Однородный прямоугольник. 

Представим T в виде однородного прямоугольника поверхностной плотно-

сти β с вершинами Qik(ai, bk, 0), где i,k = 1, 2; а1 < а2, b1<b2.  

Тогда получаем 

 

2

, 1

β ( 1) ( 2 ),i k

ik ik

i k

V F zG

          
                               (76) 

 

где ( ) ln( ) ( ) ln( ),ik i k ik k i ikF a x b y s b y a x s
 

       

  

       2 2 2( ) ( ) .ik i ks a x b y z  

 

Однородный треугольник. 

Проекция Q0(x,y,0) точки Q(x,y,z) попадает внутрь треугольника Q1Q2Q3. 

Необходимо разбить его на три вспомогательных треугольника T=QQiQi+1, 

i=1,2,3, при индексе i=3, принимаем Qi+1 = Q1, рисунок 10. 

 

 

Рисунок 10 – Потенциал треугольника 

 

Потенциал T(Q) равен сумме потенциалов треугольников Ti, тогда 
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                   (77) 

 

где 2 2

0 ( ) ( ) ;i i i ir Q Q x x y y
 

      
2 2

1 2 2 1 2 1( ) ( ) ;i i i i i i is Q Q x x y y   

      υi – угол между векторами 
0 1iQ Q  и 

0 2iQ Q : 

 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1

( )( ) ( )( )
cosυ ,

( )( ) ( )( )
sin υ .

i i i i
i

i i

i i i i
i

i i

x x x x y y y y

r r

x x y y y y x x

rr
        

                   (78) 

 

Однородная сфера 

Примем T однородной сферой радиуса а с постоянной поверхностной 

плотностью β. Масса сферы равна 24π β.M a  ζ, υ – угловые переменные. 

Сферические координаты с началом в центре сферы вычисляются как, 

 

sinζcosυ, sinζsinυ, cosζ.x r y r z r                          (79) 

 

Потенциал в данном случае зависит только от r. Пробная точка имеет 

декартовы координаты Q(0, 0, r). Элемент площади сферы равен 

2σ sinζ ζ υ,d a d d

 

запишем 

 

2

2

2 2
0 0

sin ζ ζ
( ) β υ.

2 cosζ

d
V Q a d

a ar r                                     

(80) 

 

Окончательно, 
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/ , если ,
( )

/ ,если .

M a r a
V r

M r r a
                                            (81) 

 

Очевидно, что сфера не притягивает внутренних точек, а внешние при-

тягивает. 

 

2.7 Трехмерные задачи гравиметрии 

 

Потенциал трехмерного тела.  

Потенциал трехмерного тела T с плотностью ρ (кг/м
3
) в пространстве   

3
 можно определить объемным интегралом  

 

ρ( ', ', ')
( ) ,

T

x y z d
V Q

s            
                                (82) 

 

где 2 2 2( ' ) ( ' ) ( ' ) ;s x x y y z z   

     dτ – элемент объема.  

Потенциал V(Q) непрерывен во всем пространстве 
3
. 

Для решения таких задач как трехмерные, в качестве аппроксимирую-

щих тел обычно используют вертикальные треугольные призмы                 

(рисунок 11), у которых верхнее и нижнее основания произвольны.  

Выражение для вертикальной составляющей гравитационного потен-

циала имеет вид  

 

3

(δ )
( , , ) ρ(ξ) ξ ε δ,z

D

z
V x y z f d d d

P                                       
(83) 

2 2 2(ξ ) (ε ) (δ ) ,P x y z                                            (84) 

 

где х, у, z – координаты точки расчета;  

      ξ, ε, δ – переменные интегрирования;  
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      D – вертикальная треугольная призма (рисунок 11);  

      ρ(δ) – распределение плотности.  

 

Рисунок 11 – Вертикальная треугольная призма 

 

Сферичность Земли необходимо учитывать при построении моделей 

крупных геологических объектов. В данном случае элементы аппроксимации 

удобно использовать в виде сферических тел [86, 87, 108]: многогранников 

(рисунок 12) и треугольных призм (рисунок 13).  

 

Рисунок 12 – Сферический многогранник 
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Рисунок 13 – Сферическая треугольная призма  

 

Определения сферического многогранника и сферической треугольной 

призмы описаны в [79].  

Однородный тетраэдр с потенциалом в вершине. 

Примем T однородным тетраэдром Q1Q2Q3Q4, (рисунок 14), который облада-

ет правой ориентацией. Плоскость, содержащая точки Q1Q2Q3 принята за ориен-

тированную плоскость x'y'. Точка Q4 лежит в верхнем полупространстве z' > 0.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 14 – Тетраэдр 
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Координаты Qi для i = 1, 2, 3 обозначаем через (xi,yi,0) и для i = 4 через 

(x,y,z), z > 0. Необходимо разбить тетраэдр на бесконечно тонкие слои с толщиной 

zdt плоскостями z' = (1 – t)z. 

Потенциал слоя равен потенциалу треугольника Q1(t)Q2(t)Q3(t), а потенциал 

в точке Q4 определен формулой 

 

        (85) 

 

Однородный тетраэдр. 

В данном случае, примем Q(x,y,z) произвольной точкой внутри T. Потенциал 

в точке Q будет суммой потенциалов четырех правоориентированных тетраэдров 

Tn: T1=Q2Q4Q3Q, T2=Q3Q4Q1Q, T3=Q1Q4Q2Q, T4=Q1Q2Q3Q. 

 

                

(86) 

 

где Sn – плоскость, содержащая грань QiQjQk тетраэдра Tn;  

Qn0 – проекция Q на Sn, ρ – плотность, 2 2 2( ) ( ) ( ) ,ij i j i j i js x x y y z z
 

2 2 2( ) ( ) ( ) ,i i i iR x x y y z z
 
ξ ( )( ) ( )( ),ijk j i k j k i j iy y z z y y z z

 

ε ( )( ) ( )( ),ijk j i k j k i j iz z x x z z x x
 
δ ( )( ) ( )( ),ijk j i k j k i j ix x y y x x y y

 

2 2 2λ ξ ε δ ,ijk ijk ijk ijk  0

( )ξ ( )ε ( )δ
,

λ

i ijk i ijk i j ijk

n n

ijk

x x y y z z
z QQ

 

2 2 ,ni i nr R z
 

sin υ ,
λ

nij

nij

ni nj ijkr r
 

2( )( ) ( )( ) ( )( )
cosυ ,

i j i j i j n

nij

ni nj

x x x x y y y y z z z z z

r r
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Однородный шар. 

Внутренний потенциал однородного шара с радиусом a и с постоянной 

плотностью равен [94] 

 

2 22
( ) ρ(3 ).

3
V r a r                                       (87) 

 

В работе [19] приведены и выведены формулы потенциала для внешней 

точки бесконечно тонкого шарового слоя, шарового слоя конечной толщины, ша-

ра и для внутренней точки тонкого шарового слоя, шарового слоя конечной тол-

щины, шара. А также приведены формулы для потенциала точки, системы точек, 

тела, простого слоя, двойного слоя, однородного сферического простого слоя, од-

нородного шара в работе [27]. 

Шаровая модель была рассмотрена в работах [29]. Модель в виде шара ап-

проксимирует гору на поверхности плоской Земли. Аномальное поле создано ша-

ром постоянной плотности ρ = 3, и радиусом r0 = 6 км, который наполовину по-

гружен в Землю, не вытесняя ее массы, а центр расположен на отсчетной плоско-

сти. 

Считая поверхность Земли плоской при однородном поле силы тяжести, так 

как поверхность горы составляет малую часть Земли, уровенные поверхности 

нормального потенциала будут представлены параллельными плоскостями, одна 

из которых, отсчетная (рисунок 15). 
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Рисунок 15 – Шаровая модель 

 

Аномалии силы тяжести и уклонения отвеса вдоль линии нивелирования от 

точки О (уровень моря) до вершины К выражены формулами 

 

(g –γ)= Δg0(H/r0),                                       (88)  
 
 

ξ=Δg0l/γr0,                                             (89)
  

 

где Н – длина нормали к отсчетной плоскости;  

     Δgo – аномалия силы тяжести в вершине модели (в точке К);  

     l – проекция расстояния между центром шара (точкой С) и текущей точкой 

профиля на отсчетную плоскость.  

γ = 1004,3068 Гал, соответствует притяжению шара постоянной плотности 

ρ0= 6 и радиуса R = 6000 км. Δg0 = 502,1534 мГал (Δg0 / γ0 = 1/2000). 

«Измеренные» высоты могут быть вычислены по формуле астрономического 

нивелирования земной поверхности  

                                                       dhω = dH+ξdl.                                          (90) 

 

Формула (90) при движении от уровня моря модели к ее вершине при отри-

цательном dl примет вид 
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20 0 0 0
0 0 0

0

δ
( ) ( ) δ cos arcsin ( ) δ 5995,5 ,

2γ 2γ
i

g g r
H K H K r H K м

r
           

(91) 

 

где 0 0
0δ

γ

g r
 3 м – высота геоида в начальной точке О.  

В [62] описаны некоторые тела простой формы с постоянной плотностью. 

Они имеют влияние на силу тяготения, которая выражается аналитически в за-

мкнутой форме. Для шара радиуса R с постоянной плотностью или состоящего из 

концентрических слоев известна формула 

 

3

2 2 2 3/2

4
  ,

3 ( )

z
g GR

x y z                                  (92) 

 

где Δρ – разность плотности возмущающего тела и плотности окружающей его 

среды, x, y, z – координаты центра шара. Далее будут приведены примеры исполь-

зования данной аналитической модели. 

 

2.8 Примеры использования аналитических моделей при обработке           

геодезических измерений на природных и техногенных объектах 

 

Совместная математическая обработка комплексных геодезических и 

геофизических наблюдений в условиях извлечения и перемещения больших объемов 

руды и пород. 

В работе [56] приведен пример совместной математической обработки и ин-

терпретации пространственно–временных рядов комплексных геодезических и 

геофизических наблюдений в условиях перемещения больших объемов руды и 

пород. Этот пример соответствует задаче разделения движений физической по-

верхности и вариаций во времени внешнего гравитационного поля Земли. Резуль-

татом математической обработки наблюдений являются как оценки вертикальных 

смещений мобильных пунктов геодезической сети, так и оценки параметров ме-
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няющегося гравитационного поля с оценкой точности всех определяемых пара-

метров. 

В работе [67] обращается внимание, на то, что необходимо различать сме-

щения уровенных поверхностей и вертикальные смещения точек земной поверх-

ности, изменения направления отвеса во времени и горизонтальные смещения 

этих точек. 

Смещения уровенных поверхностей во времени, и значимые вертикальные 

смещения точек земной поверхности могут возникать, при разработке крупных 

месторождений полезных ископаемых. На территории России имеются место-

рождения, на которых выполняется перемещение больших масс руд и пород. Еже-

годно перемещается и извлекается 160 млн. тонн руд и пород, например, на Хи-

бинском массиве [77] за 60 лет извлечено более 1 млрд. м
3
 фосфатных руд. При 

условиях ведения крупномасштабных горных работ на глубине достигающей  от 

600 до 700 м с откосами стен рудника 35°–40° геомеханическая ситуация услож-

няется. Следовательно, необходимо выполнять комплексный мониторинг массива 

горных пород для своевременного прогноза и предотвращения катастрофических 

явлений. Для мониторинга деформационных процессов земной коры в частности, 

применяют высокоточные геодезические наблюдения. 

Для определения вертикальных движений земной поверхности в районах 

разработки крупных месторождений полезных ископаемых используют геометри-

ческое нивелирование. При устройстве нивелира в рабочее положение, приводя 

пузырек уровня в нульпункт, визирная ось зрительной трубы является касатель-

ной линией к уровенной поверхности потенциала силы тяжести. Так как в кон-

кретном районе поле силы тяжести зависит от распределения масс внутри Земли, 

то перераспределение масс вызовет изменение поля силы тяжести. В данном слу-

чае визирная ось зрительной трубы нивелира займет другое положение и отсчеты 

по рейкам изменятся, а как следствие, будет измерено другое превышение. 

Накопления этих измерений в превышениях по линии нивелирования могут до-

стигать нескольких миллиметров. Эти величины превышают ошибки измерений 

при высокоточном нивелировании, не учтя влияния перемещенных масс на ре-
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зультаты нивелирования можно неверно сделать выводы о картине вертикальных 

движений. 

В работе [74] дана теория метода решения задачи совместной математиче-

ской обработки и пространственно-временной интерпретации результатов разно-

родных комплексных геодезических и гравиметрических наблюдений на основе 

моделирования состояний неоднородностей (масконов) геофизической среды. 

Масконы, это точечные массы и аномалиеобразующие тела (АОТ) которые удоб-

но использовать для аппроксимации аномального гравитационного поля. Они бы-

вают положительными, нулевыми и отрицательными. Их число может меняться 

от эпохи к эпохе. 

Пространственно-временная структура комбинаций масконов может ме-

няться в процессе опознания в соответствии со структурой неоднородностей гео-

физической среды, в соответствии с максимальными и минимальными значения-

ми уровенной поверхности. Например, комбинации глубинных и поверхностных 

масконов. К глубинным масконам относятся резервуары очагов вулканов, грунто-

вые воды, полости выработок объемных масс полезных ископаемых, различные 

пустоты в земной коре и т. п. К поверхностным масконам относятся перемещен-

ные массы полезных ископаемых (как природные, так и техногенные процессы), 

конусы вулканов, водохранилища, массы крупных инженерных сооружений и т.п.  

При отсутствии априорной информации конфигурация масконов может 

быть задана в узлах регулярной сетки или вершинами правильных многогранни-

ков [42]. Указанные масконы в пространстве и времени могут быть обусловлены 

как вариациями гравитационного поля, так и изменением физической поверхно-

сти Земли во времени. 

Поставленная Молоденским М. С. [67] задача разделения движений физиче-

ской поверхности и вариаций во времени внешнего гравитационного поля Земли 

как смещений уровенных поверхностей потенциала силы тяжести, так и измене-

ний положений отвесных линий во времени решена в работе [74]. Геодинамиче-

ская система (ГДС) моделируется системой двух нелинейных уравнений состоя-

ний: 
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Первое уравнение состояний моделирует закономерности движений и вари-

аций ГДС, возмущаемых детерминированными и стохастическими воздействиями 

внешней среды.  

Второе уравнение состояний моделирует результаты пространственно-

временных разнородных комплексных геофизических и геодезических наблюде-

ний с учетом их ошибок.  

Эти уравнения состояний, включают в качестве параметров масконы и ре-

шаются совместно по адаптивному рекуррентному алгоритму фильтра Калмана-

Бьюси (ФКБ). 

Определить изменения положений отвесной линии, оптимальные оценки 

координат пунктов физической поверхности Земли и параметры гравитационного 

поля позволяет метод совместной обработки геодезических и гравиметрических 

наблюдений в пространстве и во времени с использованием ФКБ. Кроме того, 

данный метод позволяет разделить оценки движений уровенных поверхностей и 

движений физической поверхности. 

Автором [56] была смоделирована ситуация, которая соответствует добыче 

и перемещению руды с наличием вертикальных движений в районе месторожде-

ния. При данном перемещении руды возникает аномальное гравитационное поле, 

которое было аппроксимировано  системой двух масконов (рисунок 16). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 16 – Аппроксимация масконами шахты и отвала пород 

Маскон, аппрокси-

мирующий шахту - 

МS 

Маскон, аппрокси-

мирующий отвал - 

МО 
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Гравиметрические и нивелирные наблюдения включают в систему наблю-

дений за геодинамическими объектами. Нивелирные наблюдения включают в се-

бя наблюдения семи линий, а гравиметрические наблюдения включают в себя 

определение абсолютных значений силы тяжести на всех пунктах этой сети             

(рисунок 17). Нивелирная сеть состоит из двух взаимно неизменных пунктов С1 и 

С2 и трех мобильных пунктов М1, М2 и М3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 17 – Сеть нивелирования 

 

Отметки мобильных пунктов 
1 2 3
, ,М М МН Н Н и вертикальные смещения 

1 2 3

, , ,  М М Ми и и включены в вектор параметров динамической системы, а в ка-

честве характеристик аномального гравитационного поля, выступают значения 

составляющих аномалии вектора силы тяжести на пунктах x,ig , y,ig , z,ig ,             

i = 1, 2,…5. 

Наблюдения обрабатывались в принятой пространственной топоцентриче-

ской астрономической горизонтной системе координат (ПТАГСК). ПТАГСК 

определяется таким образом, что начало координат совпадает с точкой наблюде-

ния на Земле, ось Х направлена на север и лежит на пересечении плоскости аст-

рономического горизонта и плоскости астрономического меридиана точки 
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наблюдения, ось Y лежит в плоскости астрономического горизонта, ось Z направ-

лена по отвесной линии в сторону увеличения высот. 

Гравитационное поле в первую эпоху наблюдений характеризуется значе-

нием силы тяжести, вызванной притяжением бесконечной горизонтальной плиты 

толщиной плиты dH = 8 км и шара, аппроксимирующего конус вулкана. 

Бесконечная горизонтальная плита плотностью Δρ и толщиной dH создает в 

точке над плитой аномалию силы тяжести  

 

Δg = 2 π G Δρ dH,                                             (93) 

 

где G = 6,673·10
-8

 см
3
/Гал·с

2
 – гравитационная постоянная. При этом аномалия си-

лы тяжести не зависит от высоты точки над плитой. 

Для выбранной автором [56] системы координат ПТАГСК учет аномалии 

силы тяжести при нивелировании ведется только по координате Z. Влияние бес-

конечной плиты на аномалию силы тяжести в любой точке рассматриваемой  ни-

велирной сети составит 882 158,7 мкГал.                     

Предполагая, что если перемещение масс от эпохи к эпохе происходит с по-

стоянной скоростью, то за три года влияние такого перемещения на результаты 

наблюдений нивелирных превышений достигает нескольких миллиметров, при 

принятой плотности пород Δρ = 2,63 г/см
3
. Для радиуса RS=300 м аппроксимиру-

ющего шахту шаром, получена масса 3 8( 1) (4 / 3) ρ 2,97 10MK t RS  т. Для ради-

уса шара RS = 260 м, аппроксимирующего отвал, получена масса МК (t = 1) = 

(4/3)πRS
3
Δρ = 1,94·10

8
 тонн. Влияние перемещения масс на нивелирные превыше-

ния h в мм для случая расположения пунктов сети и центров аномальных масс, 

соответствующего рисунку 17, отражено в таблице 2. 

Гравитационное поле в каждую эпоху описано дискретно – через значения 

компонент уклонений отвесной линии  и силы тяжести g для всех пяти пунк-

тов геодезической сети. Они были вычислены по значениям аномальных масс, ко-

ординатам пунктов сети и координатам центров аномальных масс. 
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Таблица 2 – Влияние перемещенных масс на нивелирные превышения 

 Номер 
Ход (кон-

нач) 

Длина 

хода, км 
hs (влия-

ние шахты) 

ho (влия-

ние отвала) 

h (влияние 

итоговое) 

1 С1–М2 4,2 0,08 – 0,07   0,01 

2 С1–М1 3,2 7,77 – 3,91   3,86 

3 М2–М1 2,0    – 4,61   2,41 – 2,20 

4 М3–М2 2,8 0,00   0,00   0,00 

5 М3–М1 2,0    – 4,52   2,36 – 2,16 

6 С2–М1 3,0 5,89 – 2,95   2,94 

7 С2–М3 3,6 0,03 – 0,03   0,01 

 

В работе [56] смоделирован геодинамический объект, для идентификации 

которого была проведена совместная математическая обработка пространственно-

временных рядов разнородных комплексных геодезических и гравиметрических 

наблюдений. На этом объекте производится разработка рудного месторождения, 

на территории которого происходят одновременно движения физической поверх-

ности Земли и изменения гравитационного поля. Расчеты показали, что переме-

щение масс вызывает изменения в превышениях в несколько миллиметров. С уче-

том влияния аномальных масс MO и MS смоделированы эпохи комплексных гео-

дезических и геофизических наблюдений (геометрическое нивелирование и опре-

деление абсолютных значений силы тяжести). 

 

2.9 Построение физико-математической модели динамики земной               

поверхности и гравитационного поля в вулканической области 

 

В работах [52, 57] был выбран локальный участок области действующего 

вулкана в качестве физической модели геодинамического объекта (рисунок 18). 

За данным объектом проводили систему наблюдений, которые включали в себя 

нивелирные и гравиметрические наблюдения [53, 58]. 

Пункты С1 и С2, это условно стабильные пункты нивелирной сети, которые 

имеют неизменное взаимное положение во времени, пункты М1, М2 и М3 являются 

мобильными. 
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Рисунок 18 – Физическая модель геодинамического объекта и системы 

наблюдений  

 

При моделировании изменений гравитационного поля Земли и движений 

физической поверхности был выделен вектор параметров состояний. В связи с 

тем, что размерность параметров вектора основных трансформант возмущающего 

потенциала силы тяжести намного больше, чем размерность вектора параметров, 

то вектор масконов, который входит в определяемые параметры расширенного 

вектора геодинамической системы, позволил сократить размерность задачи. 

В данном случае изменение гравитационного поля на локальном участке 

местности характеризуется деятельностью вулкана, то есть происходящим пере-

мещением аномальных масс от зоны образования магмы до выхода магмы при из-

вержении вулкана. Значения составляющих уклонений отвесных линий в данном 

случае выражаются через координаты центров масс и аномальные массы.  
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При извержении вулкана не все вещество остается на поверхности и в кону-

се вулкана, если принять, сколько процентов магматического вещества остается в 

конусе, то можно получить массу конуса вулкана. 

Смоделированные массы масконов, позволяют дискретно описать гравита-

ционное поле в каждую эпоху через вычисленные значения уклонений отвесной 

линии  и силы тяжести g для всех пяти пунктов геодезической сети. 

В работах [57, 58] была описана физико-математическая модель вертикаль-

ных движений земной поверхности в области вулкана и изменений гравитацион-

ного поля в вулканической области. Корректная идентификация такой модели до-

стигается путем совместной математической обработки пространственно-

временных рядов разнородных комплексных как нивелирных, так и гравиметри-

ческих наблюдений.  

В работе [58] получены оценки вертикальных смещений мобильных пунк-

тов М1, М2, М3, масс масконов с изменением их от эпохи к эпохе, что  позволило 

выдвинуть гипотезы о закономерности движений и изменений масс.  Отметки мо-

бильных пунктов меняются с постоянной скоростью, судя по оценкам смещений 

1 2 3

, , ,  М М Ми и и которые примерно равны в разные эпохи. Сложно подобрать 

закон изменения во времени масс МК, МО, так как увеличение массы конуса от 

эпохи к эпохе снижается и это происходит вследствие изменения давления в маг-

матическом очаге, с пропорциональным уменьшением излияния магмы. 

Оценка точности в четырех эпохах, оценки отметок мобильных пунктов, 

вертикальных смещений пунктов, аномалий силы тяжести, компонент уклонений 

отвесной линии и аномалии высоты на пунктах геодезической сети были получе-

ны путем совместной математической обработки и интерпретации смоделирован-

ных пространственно-временных рядов комплексных геодезических и гравимет-

рических наблюдений по алгоритму ФКБ. Адекватные модели изменения масс 

масконов как глубинных, так и поверхностных и модели движений земной по-

верхности при совместной обработке гравиметрических наблюдений и нивелир-

ных наблюдений превышений с высокой точностью позволяет повысить точность 

оценивания. 
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При массе излившейся магмы равной 8,61·10
9
 т, влияние на изменение зна-

чений силы тяжести на пунктах составило до 7,8 мГал, а на нивелирные превы-

шения до 25 мм. Что подтверждает возможность выявить аномальные гравитаци-

онные и геодезические параметры геодинамических процессов комплексно. 

Используя ФКБ автор в [57, 58] определил координаты центра глубинного 

маскона, который аппроксимирует изменение массы магматического очага в 

верхней его части и массу конусообразного вулкана. Кроме этого, установлены 

оптимальные характеристики системы наблюдений, для оптимизации которых 

настраивается вес гравиметрических наблюдений, точность абсолютных значений 

силы тяжести и точность измерений превышения. В данном случае вес нивелир-

ных превышений принимается равным: 1/
ih ip L , где Li – длина хода в кило-

метрах. 

В предложенном в работах [57, 58] вычислительном эксперименте показана 

эффективность способа моделирования объектов геодинамики, адаптации его ко-

эффициентов и настройки оценки параметров по критерию оптимальности рекур-

рентного ФКБ.  

 

2.10 Модели водохранилища 

 

В работе [29] модель водохранилища рассматривался как горизонтальный 

полуцилиндр (рисунок 19). 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 19 – Модель водохранилища 
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В указанной работе получены формулы для вертикальной составляющей и 

горизонтальной составляющих силы тяжести 

 

 ,                             (94) 

                                (95) 

 

где G – гравитационная постоянная;  

      Δρ – плотность воды;  

      ν – длина водохранилища.  

При радиусе водохранилища R = 100 м и длине v = 2,0 км изменение верти-

кальной составляющей gz = 1,3·10
-5

 Гал, горизонтальной составляющей                 

gy = 2,1·10
-5

 Гал. 

В работах [13, 29] водохранилище, а так же слой воды между верхним и 

нижним уровнями, которые образовались при обработке водохранилища, пред-

ставляют в виде простых геометрических тел и используют методы численного 

интегрирования.  

Полученные результаты на примере Красноярской ГЭС свидетельствуют, 

что вблизи водохранилища вариации силы тяжести Gx, Gy могут достигать        

1·10
-5

 Гал, a Gz – 0,1·10
-5

 Гал. 

Вариации уклонений отвесных линий при этом могут составлять 0,2". Сле-

довательно, при выполнении высокоточных геодезических измерений ими прене-

брегать нельзя.  

В работе [28] приближенно оценена зона гравитационного влияния масс во-

дохранилища в точке на гребне плотины. Предлагается водохранилище разрезать 

вертикальными плоскостями, параллельными плотине, и удаленными друг от дру-

га на расстояние ΔХ. А центральную часть водохранилища можно представить 

прямоугольным параллелепипедом, с боковыми гранями, не пересекающими бор-

та водохранилища выше уровня мертвого горизонта. Таким образом, область во-

дохранилища аппроксимируется набором прямоугольных параллелепипедов    
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(рисунок 20). Их размер по осям X и Y определяется в зависимости от расстояния 

до точки, в которой определяется влияние вариаций гравитационного потенциала 

и его производных, а по оси Z расстоянием между уровнем водохранилища и 

средней точкой в основании параллелепипеда. 

 

Рисунок 20 – Разрез водохранилища плоскостями YОZ 

 

По результатам численного интегрирования оценивают значение изменения 

потенциала силы тяжести и его производных. При аппроксимации суммой эле-

ментарных объемов параллелепипедов, координаты боковых граней определяют-

ся линиями [82]. 

Для определения вариаций уклонения прямых и обратных отвесов, разме-

щенных в плотине, с точностью 0,01", необходимо gx определять с погрешностью 

0,05 мГал.  

 

" "ζ ρ ,
γ

x
x

g

  

                                                 (96) 

где ζ"х – уклонение отвеса;  

      γ – нормальное значение силы тяжести, которое принято равным 9,8·10
5
 мГал.  

В итоге в работе [28] было установлено, что в приплотинной области водо-

хранилища аппроксимация бортов параллелепипедами с основанием размером 

140×140 м создает дефицит масс около 2,2 %, что приводит к ошибке интегриро-
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вания для величины ΔV/γ, равной 0,009 мм, а для величины Δgx к ошибке равной 

0,04 мГал. 

2.11 Выводы 

 

Результаты вычислительных экспериментов и исследований гравитацион-

ных характеристик реальных природных и техногенных объектов подтверждают 

их значимое влияние на корректность анализа и интерпретации результатов гео-

дезических и гравиметрических измерений, включая некоторые варианты реше-

ния обратных задач. 

Использование для учета гравитационного влияния аналитических моделей 

элементарных пространственных тел возможно исходя из целей исследований, не 

предусматривающих максимально возможную в настоящее время точность геоде-

зических измерений. 
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3 ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГРАВИТАЦИОННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК          

ПРИРОДНЫХ И ТЕХНОГЕННЫХ ОБЪЕКТОВ 

 
3.1 Аппроксимационные модели 

 

При решении прямых и обратных задач физической геодезии большие по-

ложительные возможности имеют аппроксимационные модели. Аппроксимацией 

(приближением) функции называется нахождение такой функции, которая была 

бы близка к результатам эксперимента. Построение аппроксимирующих моделей 

неизбежно оправдывается отсутствием сведений о внутреннем механизме слож-

ной системы.  

С позиций функционального подхода при создании математической модели 

выбирается адекватная модель, которая интерпретирует результаты наблюдений 

наиболее подходящим образом. Так как исходный материал (нивелирные превы-

шения, значения силы тяжести вдоль нивелирных линий) отягощен ошибками из-

мерений и истинные значения высот неизвестны, не всегда можно судить о точ-

ности исследуемых формул и преимуществе одних формул перед другими. Для 

выяснения этих важных вопросов приходится использовать искусственные схемы, 

например, модели Земли. Это необходимо, поскольку не известна физическая 

природа процесса и его механизм. При таком действии модель позволяет прогно-

зировать состояние объекта. Для выполнения распознания используют априорную 

информацию об объекте и форму предварительных результатов обработки изме-

рений, опирающихся на опыт информации. Для пространственно-временной ап-

проксимации аномального гравитационного поля целесообразно использовать по-

нятия аномалиеобразующих тел (АОТ), точечных аномальных масс и масконов 

[30]. Если модель достаточно полно отражает реальные условия своей формой и 

размерами, своими аномальными массами, аномалиями силы тяжести, уклонени-

ями отвеса, высотами квазигеоида и т. д., то можно добиться большого эффекта от 
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оценок на моделях. В противоположном случае результаты могут быть искажены 

и не иметь никакой ценности. 

Использование моделей в геодезии является весьма эффективным методом. 

Благодаря им появилась возможность численно оценивать исследуемые величины 

и наглядно выяснить различные обстоятельства. Формулы, которые определяют 

фигуру Земли, а также основаны на теории потенциала, справедливы для различ-

ных предположений о внутреннем строении и форме Земли. Именно поэтому эти 

формулы можно применить к модели Земли. 

Геодезисты два века назад активно начали использовать модели для оценки 

разного рода аномальных влияний. Оценка модели Земли по уклонениям отвеса 

приведена австрийским геодезистом Фуксом. Влияние неоднородностей земной 

коры на несимметричность вертикальных сечений уровенной поверхности на ни-

велирной станции Фоглер оценил на модели Земли. Гельмертом [104] проведены 

исследования влияния неоднородной горы на аномалии силы тяжести, и их влия-

ние на нивелирование. Также он оценил влияние континентов, внутренних анома-

лии и различных форм рельефа на элементы гравитационного поля. Это положе-

ние уровенных поверхностей, их отступление от параллельности, радиусы кри-

визны, уклонения отвеса и сила тяжести. Гельмерт [105] рассчитывал потенциалы 

притяжения и составляющие силы притяжения от однородных шара, полушара, 

призмы и цилиндра, установив, что влияния аномалий силы тяжести вполне могут 

превосходить точность геометрического нивелирования. Кекк подтвердил на мо-

делях Земли вывод указанный Гельмертом, о том, что необходимо учитывать при 

геометрическом нивелировании аномалии силы тяжести. Представляя модель 

Земли сложенную из отдельных однородных по плотности кубиков [29]. 

Как уже говорилось, определение гравитационного потенциала и его транс-

формант, а так же определение их изменений во времени являются важными за-

дачами геодезии. Для выявления этих изменений периодически проводят повтор-

ные измерения характеристик гравитационного поля Земли. Когда известно пере-

мещение масс внутри Земли или на ее поверхности, значения вариаций можно 

вычислить, используя различные модели, например, точечных масс [95]. А когда 
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характер перемещения масс не известен, то формируют систему точечных масс по 

известным значениям трансформант. 

Решение задачи системы точечных масс не является единственным. Воз-

можно применить метод регуляризации (подбора) [91], для определения вектора 

значений точечных масс m. 

В работе [63] описан численный эксперимент с использованием метода ре-

гуляризации точечных масс, которые выбирались случайным образом. Для такой 

модели вычисляли значения функции в контрольных точках и сравнивались с из-

меренными. Затем, выбирали новые модели и повторяли вычисления и сравнения. 

В результате выбрали оптимальную модель, для которой отклонения минималь-

ны. 

 

3.2 Одноточечная и пятиточечная модели аппроксимации гравитационного 

влияния конуса и их сравнительный анализ 

 

Точка (сфера, шар, маскон рисунок 21, б) может является моделью аппрок-

симации гравитационного влияния усеченного конуса (рисунок 21, а). Радиус ша-

ра RM определяется при условии равенства объемов исходного конуса и шара, а 

центр тяжести шара M совпадает с центром тяжести усеченного конуса. Шаровая 

модель и формулы для вычисления координаты zM центра тяжести любого усе-

ченного конуса были рассмотрены в работах [27, 54, 57–60], при аппроксимации 

гравитационного влияния конуса вулкана. 

Для вычисления координат центров тяжести пяти равнообъемных масс, ко-

торые аппроксимируют гравитационное влияние усеченного конуса в работе [59] 

представлена пятиточечная модель (рисунок 22), где аналитически выведены ма-

тематические формулы. 
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                                    а)          б)      

Рисунок 21 – Аппроксимирующие модели: а) усеченный конус;                       

б) одноточечная (1т)    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 22 – Пятиточечная аппроксимирующая модель 

 

При решении прямых задач в результаты геодезических измерений вводят 

поправки за уклонение отвесной линии. Для этого гравитирующее тело можно 

представить совокупностью множества элементарных тел. 

В работах [29, 47, 50, 54, 56–60] конусообразные гравитирующие тела ап-

проксимировались шаром (одной точечной массой). Увеличив количество точеч-
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ных масс, можно уточнить аппроксимирующую модель конуса. При этом количе-

ство оцениваемых параметров должно быть минимально необходимым, для вы-

полнения требования большей избыточности измерений. Например, оцениваемый 

параметр – общая масса конуса, рассредоточенная в пространстве (в пяти точках), 

R1 – радиус нижнего основания; r – радиус верхнего основания; h1 – высота кону-

са (рисунок 21, а). Разобьем конус на пять равнообъемных частей и для каждой 

части найдем координаты центра тяжести. 

 

 

Рисунок 23 – Усеченный конус после разбиения: а)  на пять равнообъемных 

частей; б) вертикальное сечение верхнего усеченного конуса; в) вертикальное   

сечение нижнего объемного сектора; г) горизонтальное сечение нижнего         

объемного сектора 

 

На рисунке 23, а представлен один из вариантов разбиения на пять равно-

объемных частей. Горизонтальной плоскостью отсекается верхний усеченный ко-

нус, а нижний делится на четыре сектора двумя взаимно перпендикулярными вер-

тикальными плоскостями. Формулы вычисления объема усеченного конуса для 

исходного V1 и для верхнего V2 
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Для аналитического определения координат центра тяжести верхнего усе-

ченного конуса использованы элементарные геометрические фигуры (прямо-

угольник, треугольник, сектор круга). Вертикальное сечение усеченного конуса 

представляет собой трапецию, которую представляем сочетанием прямоугольни-

ка и треугольника (рисунок 23, б). 

Для трапеции на рисунке 23, б центр тяжести будет иметь координаты 

 

                                       
2 2

2 22 2 2
2
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x z rh                         (99)    

 

Для четырех нижних 90-градусных секторов плоскость симметрии будет 

проходить под углом 45°. Сечение этой плоскостью является прямоугольная тра-

пеция – сочетание прямоугольника и треугольника из четырех нижних объемных 

секторов (рисунок 23, в). 

Приведем формулы (100) для вычисления площади заштрихованных фигур  

S1 – прямоугольника, S2 – треугольника: 
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Координаты центра тяжести трапеции в целом 

 

 



80 
 

       

    

2 1 2
1 2

1 2

2

2 3

R R R
S S

x
S S

;
21

21
2

21
1

32

SS

hh
S

hh
S

z .                (101) 

 

Радиус горизонтального сечения конуса на высоте, равной z' 
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Координаты центра тяжести т. С (рисунок 23, г) с учетом уравнения окруж-

ности, и четвертью круга радиусом R3, находим по формуле 

 

                               
34

3π
c c

R
x y   .                                           (103)        

 

В работах [47, 59] для вычисления координат центров тяжести пяти равно-

объемных масс аналитически выведены строгие математические формулы. Ис-

пользование этих формул для аппроксимации конусообразных тел позволяет 

уточнить их гравитационное влияние при совместной математической обработке 

повторных геодезических и гравиметрических наблюдений. 

В [47, 61] приведено сравнение одноточечной (1т) и пятиточечной (5т) мо-

делей, которое получено численным методом суммой влияний 5 400 элементов. В 

качестве элементов были выбраны 6° сектора цилиндрических труб с высотой    

75 м (при высоте конуса 450 метров получаем шесть слоев с числом труб в слоях: 

20; 18; 16; 14; 12; 10). Все элементы заменялись гравитирующей точкой в центре 

тяжести данного элемента. 
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Таблица 3 – Различия одноточечной (1т) и пятиточечной (5т) моделей конуса 

Номер станции i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Координата X, м 550 650 750 850 950 1050 1150 1250 1350 1450 

Уклонение отвесной 

линии  

(т. 5) – ( т. 1),  ″ –0,10 –0,08 –0,05 –0,04 –0,02 –0,02 –0,01 –0,01 –0,01 –0,00 

Абсолютные значений 

силы тяжести g (т. 5 ) – 

(т. 1), мкГал –75 –24 –52 –54 –48 –41 –35 –29 –24 –20 

Нивелирные превышения 

h (т. 1), мм 0,98 0,74 0,58 0,46 0,38 0,31 0,26 0,22 0,19 0,17 

h (т. 5), мм 1,03 0,78 0,60 0,48 0,39 0,32 0,27 0,23 0,20 0,17 

h (т. 5) – h (т. 1), мм 0,05 0,04 0,03 0,02 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 

 

Различие между одноточечной и пятиточечной моделями проявляет себя в 

определении силы тяжести (различие до 0,1 мГал), в непосредственной близости к 

конусу на нивелирные превышения (различие до 0,2 мм на 1 км). Незначительно 

это различие для горизонтальных углов. Различие в уклонениях отвесных линий 

составляет до 0,1″. Это для конуса с указанными геометрическими параметрами. 

Для более крупных конусообразных гравитирующих тел различие между одното-

чечной и пятиточечной моделями будет проявляться в больших масштабах. 

Например, для конуса с размерами 1000; 800; 300 м – 0,15 мГал, 0,45 мм на ближ-

ний километр, что сопоставимо с точностью измерений. 

Этот факт необходимо учитывать при проектировании сетей, организации 

полевых работ и последующей интерпретации результатов натурных наблюдений. 
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3.3 Детализированная конечно-элементная модель аппроксимации             

гравитационного влияния конуса 

 

В виде схемы (рисунок 24) отразим алгоритм предлагаемой методики, позво-

ляющий аппроксимировать гравитационное влияние конуса, как сумму влияний 

конечных элементов – кольцевых секторов [48, 49, 51, 54]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 24  – Общая схема алгоритма аппроксимации гравитационного   

влияния конуса как суммы влияний конечных элементов – кольцевых секторов 

Близкий к конусообразной форме природный или техногенный объект 

Конечно-элементное разбиение: 

1. Деление на цилиндрические слои горизонтальными плоскостями с равномерным шагом 

по высоте 

2. Деление каждого слоя на радиальные сектора вертикальными плоскостями, проходящи-

ми через центральную ось конуса с равномерным угловым шагом 

3. Деление образовавшихся пространственных элементов дугами с равномерно изменяе-

мым радиусом 

Вычисление объема и координат центра тяжести для каждого конечного эле-

мента по его геометрическим данным и расположению в пространстве  

Вычисление массы с принятой плотностью для каждого конечного элемента 

Замена пространственного объемного элемента точечной массой (масконом) 

Вычисление в заданной точке пространства гравитационного потенциала, вызываемого каждой то-

чечной массой (масконом) 

Получение интегрального значения потенциала как суммы влияний всех ко-

нечных элементов и вычисление по нему трансформант (уклонений отвесной 

линии, аномалии высоты) 

Анализ полученных гравитационных характеристик, их учет при математической обработке гео-

дезических измерений и возможные рекомендации по организации оптимальной системы наблю-

дений за объектом 
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Разработка методики определения гравитационных характеристик была вы-

полнена на основе модели кругового конуса с радиусом основания R, высотой H, 

плотностью пород Δρ. Для этого был рассмотрен локальный участок земной по-

верхности, на котором имеется конусообразная гравитирующая масса высотой  

750 м, радиус основания составляет 450 м, плотность пород 2,63 г/см
3
. С исполь-

зованием указанных величин рассчитаны значения гравитационного потенциала, 

силы тяжести, уклонение отвесных линий в окружающем конус и усеченный ко-

нус пространстве. 

Усеченный конус разделен на шесть слоѐв по высоте, а конус – на десять 

слоѐв. Каждый из слоѐв разбит на 60 шестиградусных секторов. Затем каждый 

сектор конуса разделен на 20; 18; 16; 14; 12; 10; 8; 6; 4; 2 зон, а усеченного конуса 

– на 20; 18; 16; 14; 12; 10 зон по мере возвышения каждого слоя над другим. В вы-

числительном эксперименте гравитационный потенциал конуса аппроксимиро-

вался суммой потенциалов 6 600 материальных точек, а потенциал усеченного ко-

нуса – суммой 5 400 материальных точек. В результате были найдены значения 

гравитационного потенциала конуса
CT , вызванного этими конусами, в любой точке 

C окружающего пространства. 

Алгоритм вычисления: 

а) конус делится горизонтальными плоскостями на k объемных тел с радиу-

сами оснований, начиная с нижнего, r1, r2, …, rk. Высота каждого конуса равна      

h = H/ k. На рисунке 25 показано вертикальное сечение конуса для k =10; 

б) каждый k-й конусообразный слой с радиусом нижнего основания ri и ра-

диусом верхнего основания ri+1 заменяется на его аппроксимирующий k-й цилин-

дрический слой той же высоты h под условием равенства их объемов: 

 

конуса 1 цилиндра( ; ) ( )i i kV r r V r                                     (104) 

или 

                                    (105) 
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Рисунок 25 – Вертикальное сечение конуса  

 

Радиус основания аппроксимирующего цилиндра вычисляется по формуле: 

 

2 2
1 1(1 / 3)( );k i i i ir r r r r                                          (106) 

 

в) каждый цилиндрический слой делится на Jk концентрических колец через 

равное расстояние dr = rk/Jk, где Jk = 2(11 – k). Каждое кольцо делится на N коль-

цевых секторов (криволинейные параллелепипеды) с угловым шагом α = 360°/N. 

На рисунке 26 показан пример такого конечно-элементного разбиения при                  

k = 1, 2, …, 10; α = 6°; 

г) для того, чтобы заменить каждый объемный конечный элемент точечной 

массой, находятся координаты его центра масс. Для любого кольцевого сектора   

k-го цилиндрического слоя координата z (по вертикали) вычисляется по формуле 
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( / 2) ( 1)kz h h k .                                           (107)        

 

Рисунок 26 – Конечно-элементное разбиение конуса 

 

Координаты x, y центра масс каждого конечного элемента определяются с 

использованием известных в теории сопротивления материалов формул для коль-

цевого сектора и его свойства симметрии. Для сектора угловой величины α с 

внутренним радиусом r
k, j

 , внешним радиусом r
k, j+1

 находится расстояние 

,( ; 1)k j jmr от центра образующего кольца О до центра масс кольцевого сектора m              

(рисунок 27). 
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Рисунок 27 – Нахождение центра масс кольцевого сектора 

 

Для угла α, выраженного в радианной мере 

 

,( ; 1)

3 3
, 1 ,

2 2
, 1 ,

( )sin( / 2)
(4 / 3) ;

( )k j j

k j k j
m

k j k j

r r
r

r r
                            (108)    

 

д) по полученному значению расстояния 
,( ; 1)k j jmr  вычисляются координаты 

x, y центра масс каждого конечного элемента: 

,( ; 1),( ; 1), cos
k j jk j j n m nx r  ,                                (109) 

,( ; 1),( ; 1), sin
k j jk j j n m ny r  ,                                (110) 

где ( / 2) ( 1);n n  n = 1, 2, ..., N;  

ж) объем каждого кольцевого сектора определяется по формуле 

2 2
,( ; 1) , 1 ,( ) .k j j k j k jV r r h                                    (111) 

С учетом плотности пород Δρ вычисляется масса сектора j-го кольца k-го 

слоя: 

,( ; 1) ,( ; 1)Δρ;k j j k j jm V                                      (112) 

         rm 
k, (j;j+1) m 

rk, j+1 

 

rk, j 

O α 
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и) гравитационный потенциал в точке C окружающего пространства, вызы-

ваемый точечной массой величиной )1;(, jjkm  с координатами ,( ; 1), ,k j j nx  

njjky ),1;(, , / 2 ( 1)kz h h k , определяется, как 

C
njjk

njjkC
njjk

r

m
GT

),1;(,

),1,(,

),1;(,
,                                   (113) 

где G – гравитационная постоянная;  

      
C

njjk
r

),1;(,
 – расстояние от центра масс конечного элемента до точки С. 

Вызываемый конусом общий гравитационный потенциал в точке C окру-

жающего пространства вычисляется как сумма потенциалов точечных масс: 

 

,( , 1),

1 1 1 ,( ; 1),

;
K J N

k j j nC

конуса C
k j n k j j n

m
T G

r
                                    (114) 

 

к) итоговое значение потенциала W
С
 с учетом высоты над поверхностью эл-

липсоида и гравитирующего конуса определяется суммой возмущающего потен-

циала T
С
 с нормальным потенциалом U, значение которого на поверхности уро-

венного эллипсоида U
0
=62 636 861,074 м

2
с

-2
; 

л) компоненты вектора силы тяжести в точке С определяются по формулам: 

 

3
1

n
C i

Cx i
i i

x x
g G m

r    
3

1

n
C i

Cy i
i i

y y
g G m

r    
3

1

n
HC i

Cz i C
i i

z z
g G m g

r
,   (115) 

 

где x
i 
, y

i 
, z

i
 – координаты центра тяжести элементарного гравитирующего объема 

массой m
i 
, а x

С 
, y

С 
, z

С
 – координаты точки C. При вычислении компоненты g

z
 учи-

тывается гравитирующее влияние Земли на высоте H
С
 относительно эллипсоида 

 

                                       980000 0,3086H

C Cg H .                                      (116) 

, , 
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Результирующее значение силы тяжести в точке С определяется по формуле 

 

2 2 2 ;C Cx Cy Czg g g g                                             (117) 

 

м) на основе полученных данных вычисляется значение уклонения отвесной 

линии вдоль оси x и y  

ξ , ε ;
γ γ

CуCх

С С

gg
                                          (118) 

 

н) вычисляем аномалии высоты (разность геодезической и нормальной вы-

соты) через возмущающий потенциал T
С
 по формуле Брунса 

 

                                  δ .
γ

С

С

Т
                                                       (119) 

 

Таким образом, выполнено исследование гравитационного поля, вызывае-

мого конусом, как типичной фигурой земного рельефа. Рассчитаны и визуализи-

рованы потенциальные поля (приложения А, Б) и основные трансформанты по-

тенциала: аномалии силы тяжести (приложения В), уклонения отвесных линий 

(приложения Г) и аномалия высоты (приложения Д). 

Результаты вычислительного эксперимента подтвердили необходимость 

комплексного подхода к геодинамической интерпретации результатов геодезиче-

ских наблюдений в условиях перемещаемых гравитирующих масс. 

 

3.4 Влияние уклонений отвесной линии на измеряемые величины 

 

Известно, что в процессе измерений геодезические приборы устанавливают 

по направлениям отвесных линий с помощью отвесов и уровней. Так как отвес-

ные линии являются непараллельными, то и вертикальные оси приборов в разных 

точках тоже будут непараллельными. Обработку результатов измерений всех то-
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чек сети необходимо вести в единой системе координат, например в местной си-

стеме прямоугольных координат. Для этого необходимо знать разности уклонения 

отвеса во всех точках относительно исходной, где были выполнены измерения. 

Начало такой системы координат совмещено с исходным пунктом сети, а направ-

ление оси OZ совпадает с отвесной линией в исходном пункте. 

При измерении углов наклона β или зенитных расстояний z инструмент 

ориентирован по отвесной линии в точке наблюдений, поэтому методом тригоно-

метрического нивелирования определяют превышения над уровенной поверхно-

стью. Величина уклонения отвеса равная 0,1'' сравнима с погрешностями точного 

нивелирования, поэтому влияние уклонений отвеса на результаты нивелирования 

учитывать необходимо. 

Приведем пример, на модели объекта, влияния перемещаемых гравитирую-

щих масс. Допустим, на плоской поверхности со значением силы тяжести            

g0 = 980,00 Гал появилась аномальная гравитирующая масса М по форме похожей 

на усеченный конус R – радиус нижнего основания, r – радиус верхнего основа-

ния, h – высота и плотность Δρ = 2,63 г/см
3
 (рисунок 28). 

Появление этой аномальной массы вызовет изменение вектора силы тяже-

сти g0 в окружающем пространстве и в каждой из точек оно различно: Ag , Bg , 1g . 

Следствием появления аномальной массы является также уклонение отвесной ли-

нии (УОЛ) 1u  в месте стояния нивелира, которое является, причиной смещения 

пузырька уровня данного прибора. После приведения его в нульпункт визирная 

ось прибора будет показывать отчет Аa  по задней рейке и Вb  по передней рейке 

и превышение ВАBA bah ,  будет отличаться от превышения 00

,

0 bah BA

 на ве-

личину BABABA hhh ,

0

,, .  h0
А,В

 – это превышение которое было измерено до появле-

ния аномальной массы M. А также нивелирные рейки будут иметь другой наклон, 

так как их отвесность определяется круглым уровнем, но возникающие при этом 

различия в отсчетах на высоте инструмента 1,3 м можно считать несущественны-

ми. 
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Рисунок 28 – Станция нивелирования расположенная у подножия              

усеченного конуса 

 

Для проведения вычислительного эксперимента усеченный конус представ-

лен следующими геометрическими характеристиками R = 500 м, r = 200 м,            

h = 450 м, V = 0,184 км
3
, при гомогенности пород с плотностью Δρ = 2,63 г/см

3
 

масса M = 4,83·10
8
 т. В [61] был смоделирован нивелирный ход от основания усе-

ченного конуса длиной 1 км, состоящий из десяти станций через 100 м (рисунок 

29), с длиной плеч 50 м. Также в месте установки нивелира, было смоделировано 

определение абсолютных значений силы тяжести. Случайные ошибки не вводи-

лись, а вычислялись только методические погрешности, возникающие из-за не-

полноты модели гравитирующего тела. 
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Рисунок 29 – Модельный нивелирный ход (координаты в км) 

 

Выполненный вычислительный эксперимент в работе [47, 61] по исследова-

нию влияния перемещаемых гравитирующих масс на значение нивелирных пре-

вышений на расстоянии 1 км (10 станций нивелирного хода), показал, что влияние 

составляет от 3 до 4 мм. Это значение превышает точность нивелирования и мо-

жет быть сопоставимо с величинами вертикальных смещений земной поверхно-

сти. Следовательно, результаты геодезических наблюдений должны учитывать 

перемещаемые гравитирующие массы. 

Влияния возмущающих факторов, которые обусловлены внешними и внут-

ренними геодинамическими процессами, изменениями гравитационного потенци-

ала, а также высот точек земной поверхности, отражаются результатами повтор-

ного высокоточного нивелирования и гравиметрических измерений. 
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3.5 Конечно-элементное моделирование для определения гравитационных 

характеристик природных и техногенных объектов с использованием цифровых 

моделей рельефа локального масштаба 

 

Методические основания детализации конечно-элементного  моделирова-

ния. 

Большое распространение имеют технологии разделения объема гравити-

рующей массы произвольной формы на кубы. Далее выполняются замены этих 

неконцентрических масс на точечные с нахождением их координат как координат 

центра тяжести пространственного тела с учетом гомогенности – равномерно рас-

пределенной плотности пород. Дальнейший учет гравитационного влияния шара 

(точечной массы) вычисляется с использованием формулы (58) [50]. 

 При замене куба шаром (рисунок 30) возникают методические ошибки, 

сущность которых состоит в следующем. Куб заменяется шаром того же объема с 

радиусом  

 

3

3
Ш

3
.

4

a
R                                                    (120) 

 

        

Рисунок 30 – Аппроксимация куба шаром того же объема 

 

Для a = 1 (при этом расстояние от центра куба до грани по перпендикуляру 

равно 0,5) величина RШ составляет 0,62. 

Таким образом, при совмещении центра куба с центром шара для шести 

граней куба образуются выступающие секторы (+) шара, усеченные гранями. 
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Оставшаяся часть шара «компактно» расположена внутри куба с возникшими для 

восьми его «углов» пустыми (нулевыми) областями (–).  

В общем случае области (+) и области (–) при совместном гравитационном 

влиянии не компенсируют друг друга. Для одного куба-шара эта ошибка незначи-

тельна, при увеличении количества таких конечных элементов (до сотен, тысяч и 

даже десятков тысяч) влияние этой ошибки возрастает.  

Было проведено сравнение гравитационного влияния куба (рисунок 31, а) и 

шара (рисунок 31, б), равных по объему (массе). Вычислялись потенциал, компо-

ненты вектора аномальной силы тяжести и основные трансформанты. Для точки 

на расстоянии 1,58 км от центра масс куба (шара) объемом 1 км
3
 с плотностью 

2,63 г/см
3
 различия составили 1% для потенциала, 1 мкГал для силы тяжести, 0,6" 

для УОЛ, 0,1 мм для аномалии высоты. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

Рисунок 31 – Расположение пространственных тел равного объема:               

а)  куб;  б) шар (точка) 

 

Предлагаемая методика позволяет исключить (уменьшить) следствие не-

строгой кубической формы верхнего конечного элемента в столбах-

параллелепипедах, составленных кубическими конечными элементами (рисунок 

32). 
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Рисунок 32 – Аппроксимация вертикального столба-параллелепипеда 

 

В данном подходе предложенная методика аппроксимации гравитационного 

влияния различных тел сложной конфигурации на примере локального рельефа, 

основанная на использовании выраженного аналитически замкнутого интеграла 

для параллелепипеда (рисунок 5).  

При анализе локальных участков произвольного рельефа предлагаем вы-

полнять конечно-элементную аппроксимацию параллелепипедами разной высоты 

(рисунок 33). Окончательная величина силы тяжести будет получена при сумми-

ровании аналитически вычисленных гравитационных влияний каждого из парал-

лелепипедов. 

Отмечаем, что в данном случае количество выбранных конечных элементов 

можно значительно сократить по сравнению с точечной аппроксимацией [55]. Со-

временные компьютеры позволяют производить вычисления с высокой скоро-

стью, и эта часть технологии не является сложной. 

Преимуществом представленного технологического подхода к вычислению 

гравитационных характеристик природных и техногенных объектов является, в 

первую очередь, более точное определение гравитационного влияния каждого па-

раллелепипеда по интегральным формулам, исключающим некоторые методические 

ошибки. 
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Рисунок 33 – Аппроксимация локального участка рельефа                            

параллелепипедами 

 

В технологическом плане оптимизировать процесс вычисления гравитаци-

онных характеристик позволяет развитая система цифровых моделей рельефа 

(ЦМР). 

Цифровые модели рельефа. 

Разработка теории и методов математического моделирования поведения в 

пространстве и во времени сложных геодинамических систем с природными ком-

понентами, наблюдаемых геодезическими методами, является актуальной. Метод 

математического моделирования относится к современным методам познания ми-

ра, как и теоретические и экспериментальные исследования. Модель должна 

представлять собой средство хранения данных об объекте исследований, инстру-

мент для проведения научных исследований. 

Территории ряда регионов мира в настоящее время испытывают большую 

техногенную нагрузку. На техногенную нагрузку влияет степень техногенного 

освоения окружающей природной среды человеком. Построение математической 

модели является необходимым этапом создания информационной технологии ис-

следования любых систем (объектов, процессов, явлений) [30]. 

Современные методы моделирования предусматривают использование 

цифровых моделей рельефа. Среди задач моделирования, требующих учета де-

тальной информации о высотах рельефа, следует отметить вычисление уклонений 
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отвесных линий и высот квазигеоида по гравиметрическим данным с погрешно-

стью, соответственно, не более 3" и 0,5 м. 

В современных условиях возрастает необходимость совершенствования ме-

тодов изучения геодинамических процессов с учетом новых технических дости-

жений. При этом возникает потребность в строгом подходе к совместной обра-

ботке разнородных геодезических и геофизических наблюдений на земной по-

верхности [26]. 

Современные методы анализа геопространственных данных применяемые в 

ГИС могут быть очень простыми, в ряде случаев надо лишь создать аналитиче-

скую карту, или более сложными и комплексными, включающими много расчѐт-

ных величин для моделирования реального мира и объединение большого числа 

различных слоѐв. 

Использование цифровых моделей значительно сокращает затраты времени 

и труда по сравнению с традиционной технологией получения отметок с топогра-

фических планов. 

Способы отображения и представления геопространственной информации 

совершенствуются и развиваются по пути повышения наглядности, информатив-

ности и эстетичности. Одним из способов изображения рельефа с применением 

современных технологий является построение ЦМР. 

ЦМР – это определенная форма представления исходных данных и способ 

их структурного описания, позволяющий восстановить исходную поверхность 

рельефа территории местности в цифровом виде, а также математическое пред-

ставление участка земной поверхности, полученное путем обработки материалов 

топографической съемки. ЦМР состоит из двух категорий данных: геометриче-

ской и семантической. 

Геометрические данные содержат информацию о пространственном поло-

жении моделируемой поверхности и, как правило, могут быть представлены в ви-

де функции двух переменных z = F(x, y), где z –  отметка точки; x и y –  координа-

ты. Семантические данные характеризуют принадлежность точек поверхности к 

различным типам топографических объектов (поле, луг, дорога, река и т. д.). 
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Исходными данными для построения ЦМР являются съемочные точки. Чем 

больше точек на единицу площади, тем лучше цифровая модель описывает реаль-

ную поверхность. 

Использование ЦМР постепенно становится неотъемлемой частью исследо-

ваний в науках о Земле, экологии, земельном кадастре и инженерных проектах. 

Аналитическая обработка ЦМР служит для получения производных дан-

ных; построения ЦММ и профилей поперечного сечения; оценки формы склонов; 

вычисления положительных и отрицательных объемов; генерации линий сети 

тальвегов и водоразделов, образующих каркасную сеть рельефа; интерполяции 

высот; построения изолиний; цифровых изображений, расчета различных редук-

ций аномалий силы тяжести в гравиметрии и других вычислительных операций 

[78]. 

Построение ЦМР требует определѐнной структуры данных. Исходные точ-

ки могут быть по-разному распределены в пространстве: сбор данных может осу-

ществляться по точкам регулярной сетки, по структурным линиям рельефа и хао-

тично. 

Источниками исходных данных для создания ЦМР суши служат: 

а)  цифровые и аналоговые топографические карты и планы; 

б) данные дистанционного зондирования Земли (стереопары аэрофото-

радиолокационных и космоснимков); 

в) результаты наземных съѐмок (тахеометрическая съѐмка, нивелирование, 

GPS-съѐмка и др.); 

г) лазерное сканирование. 

При изучении формы, размеров и гравитационного поля Земли требуется 

знание данных о рельефе всей поверхности Земли, т. е. требуется планетарная 

цифровая модель рельефа (ПЦМР). Очевидно, что такие модели могут быть более 

разряженные, чем ЦМР локальных территорий. 

Учеными Центрального научно-исследовательского института геодезии, 

аэросъѐмки и картографии выполняются работы по изучению и моделированию 

гравитационного поля Земли (ГПЗ), по данным средних аномалий силы тяжести в 
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трапециях размером 30'×30' по широте и долготе, получена планетарная модель 

ГАО2008. Ведутся работы по построению новой глобальной модели ГПЗ с более 

детальными аномалиями силы тяжести по трапециям размером 5'×5'. Очевидно, 

что модели ГПЗ неразрывно связаны с ПЦМР. При вычислении аномалий, как 

разностей измеренных и нормальных значений силы тяжести, вводятся поправки 

(редукции) за влияние топографических масс, расположенных между физической 

поверхностью Земли и отсчетной поверхностью нормального гравитационного 

поля (поверхность эллипсоида). Следовательно, при расчете полной топографиче-

ской редукции аномалий силы тяжести требуется ПЦМР, построенная по узлам 

регулярной сетки [24]. 

Удобным программным продуктом для построения графических изображе-

ний функций двух переменных является геоинформационная система Golden 

Software Surfer. Достоинством программы являются заложенные в неѐ алгоритмы 

интерполяции, которые позволяют создавать цифровые модели поверхности по 

неравномерно распределѐнным в пространстве данным. Наиболее часто использу-

емый при этом метод Криге (Kriging) подходит для представления данных во 

многих науках о Земле. Интерполяционный метод кригинга, разработанный G. 

Matheron, был назван в честь Daniel Krige’s, работавшего в начале 1950-х годов. В 

[83] приведено описание метода Криге. 

Цифровая модель поверхности представляется в виде значений высоты в 

узлах прямоугольной регулярной сетки, дискретность которой определяется в за-

висимости от конкретной решаемой задачи. Для хранения таких значений Surfer 

использует собственные файлы типа GRD (двоичного или текстового формата). 

Для выполнения большинства операций по построению сетей или карт в Surfer 

требуются либо файлы данных XYZ, либо сеточный файл Grid.  
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Вычислительный эксперимент конечно-элементного моделирования для 

определения гравитационных характеристик природных и техногенных объектов 

с использованием цифровых моделей рельефа. 

Для проверки, уточнения методики и последующего создания технологии 

учета гравитационного влияния природных и техногенных объектов были исполь-

зованы цифровые модели некоторых реально существующих локальных объектов. 

Для последующего определения значений силы тяжести и главных ее трансфор-

мант на пункты, расположенные в непосредственной близости к исследуемым 

моделям поверхности земли, были выполнены экспериментальные исследования с 

использованием формул, приведенных в предыдущих разделах диссертации. 

 

 

Рисунок 34 – Общая схема алгоритма аппроксимации гравитационного     

влияния конуса, как суммы влияний конечных элементов – вытянутых               

параллелепипедов 

 

Природный или техногенный объект произвольной формы 

Цифровая модель рельефа объекта, имеющая структуру GRID – сети с клеточным осно-

ванием на плоскости x y и значениями высоты z (расстояния от горизонтальной плоско-

сти до поверхности рельефа) 

Вычисление координат вершин параллепипидов с основаниями согласно равномерно 

расположенной сети GRID и высотой z каждого элемента 

Вычисление гравитационного потенциала в заданной точке пространства от каждого ко-

нечного элемента - параллепипеда как аналитической (математически замкнутой) модели 

гравитационного влияния 

Получение интегрального значения потенциала как суммы влияний всех конечных эле-

ментов – параллелепипедов и последующее вычисление трансформант (уклонений отвес-

ной линии, аномалии высоты) 

Анализ полученных гравитационных характеристик, их учет при математической обра-

ботке геодезических измерений и возможные рекомендации по организации оптимальной 

системы наблюдений за объектом 
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В качестве исходных данных для определения гравитационных характери-

стик объектов использовалась реальная ЦМР на участок вулкана Святой Елены 

(Mount St.Helens), расположенный в округе Скамания штата Вашингтон (США), а 

также реальная ЦМР всхолмленной береговой территории на полуострове Кам-

чатка и ЦМР, построенная на основе моделирования локального участка морского 

дна у побережья этого полуострова. Исследуемые природные локальные объекты 

изображены на рисунках 35, 36. 

 

 

 

Рисунок 35 – ЦМР реальной поверхности вулкана Святой Елены (координаты в 

метрах, высота относительно уровня моря) 
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Рисунок 36 – ЦМР реальной поверхности береговой территории полуострова 

Камчатка и смоделированного прибрежного участка морского дна 

 

ЦМР может быть создана по различным данным координатизации поверхно-

сти. В первом эксперименте ЦМР построена по результатам векторизации топо-

графической карты. На рисунке 37 изображен участок ЦМР вулкана Святой Еле-

ны с координатными сечениями 30×30 м по осям x и y соответственно. Для дета-

лизированного определения гравитационных характеристик всей области вокруг 

конуса вулкана общее количество далее обработанных конечных элементов со-

ставило 51 051. Высота параллелепипедов с размерами основания 30×30 м дости-

гала более 1км. Общая площадь территории вокруг конуса вулкана (рисунок 38) 

для определения ее гравитационных характеристик составляет 12,68 км
2
 (4,252 км 

на 2,981 км).  
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Рисунок 37 –  Каркасное (wireframe) представление цифрового рельефа вблизи 

вулкана Святой Елены 
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Рисунок 38 – GRID сетка для поверхности вулкана Святой Елены  

 

 

Исходные координаты X, Y, Z точек ЦМР преобразованы в координаты X', Y', 

Z' с началом системы координат в пункте, гравитационные характеристики кото-

рого вычислялись. В эксперименте на примере вулкана Святой Елены эти харак-

теристики определялись для десяти различных пунктов. Изобразим векторы силы 

тяжести некоторых определяемых пунктов (рисунок 39). Значения координат этих 

пунктов приведены в таблице 4.  
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Рисунок  39 – Векторы силы тяжести (вид с северо-востока) 

 

Таблица 4 – Координаты пунктов для которых определялись гравитационные 

характеристики локального объекта области вулкана Святой Елены 

Наименование пункта X, м Y, м Z, м 

P1 559 800 5 118 930 1 260,10 

P2 565 500 5 118 390 1 495,80 

P3 560 580 5 117 340 1 627,80 

P4 564 690 5 117 010 1 820,60 

P5 562 830 5 116 350 1 911,60 

P6 562 260 5 115 390 2 545,00 

P7 564 210 5 114 550 1 864,10 

P8 561 540 5 113 830 1 718,10 

P9 559 530 5 112 630 1 203,80 

P10 565 950 5 112 300 1 103,50 

 

Вторым исследуемым природным локальным объектом был участок 

всхолмленного берега полуострова Камчатка. При проведении эксперимента учи-

тывалась различная плотность береговой территории и водных масс соседней 

морской области. Для суши была принята средняя плотность 2,63 г/см
3
, а плот-

ность морской воды – 1,1 г/см
3
. GRID сеть поверхности морского дна содержит    

8 300 элементов, поверхность суши – 8 000 элементов с размером оснований по 

осям x, y 160×160 м. Гравитационные характеристики определялись для четырех 

пунктов природного объекта, значения их координат приведены в таблице 5. Об-

щая площадь территории участка всхолмленного берега полуострова Камчатка 
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для определения ее гравитационных характеристик составляет 205,4 км
2
, а смоде-

лированного прибрежного участка морского дна – 197,8 км
2
 (рисунки 40, 41).  

 

Таблица 5 – Координаты пунктов на прибрежной территории 

Наименование пункта X, м Y, м Z, м 

P1 158 022 60 097     4,47 

P2 165 375 54 809 164,65 

P3 160 739 51 444 196,15 

P4 155 145 50 643   28,07 

 

 

 

Рисунок 40 – GRID сетка для смоделированного локального прибрежного участка 

морского дна 
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Рисунок 41 – GRID сетка для поверхности всхолмленной береговой территории 

на полуострове Камчатка 

 

В приложении Е приведены иллюстрации вычислительного эксперимента. 

В качестве конечных элементов использовались параллелепипеды. В про-

цессе математической обработки определялось значение силы тяжести всего мо-

дельного тела как совокупности конечных элементов – однородных вытянутых 

параллелепипедов с последующим их суммированием c учетом работы Nagy D. 

[111]. Ниже описана математическая основа методики конечно-элементного мо-

делирования с параллелепипедами в качестве конечных элементов (рисунок 42). 
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Рисунок 42 –  Составляющая по оси z силы притяжения однородного парал-

лелепипеда 
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После интегрирования, подстановок и сокращений получена формула (128), 

для вычисления аномалии силы тяжести. 

 

     (128) 

В вычислительных экспериментах данная формула использовалась для 

определения значения аномалии силы тяжести каждого конечного элемента. Да-
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лее логично и традиционно следовало суммирование значений аномалий силы 

тяжести от всех конечных элементов – параллелепипедов (рисунок 43). 

 

 

Рисунок 43 –  Вытянутый параллелепипед 

 

Нормальная сила тяжести для определенной модели Земли (эллипсоида) 

вычислялась по формуле (7) в которой коэффициенты для нахождения нормаль-

ной силы тяжести взяты из таблицы № 1 для варианта геодезической референц-

системы Морица. В результате получено значение γ0, равное 9,807290173 м/с
2
.  

Для вычисления значения возмущающего потенциала Т по формуле (24) 

всей исследуемой поверхности для каждого параллелепипеда найдены значения 

объема равного V=Sосн∙h, массы равной М=V∙Δρ, и расстояний до вершин основа-

ния параллелепипеда
 

2 2( ' / 2) ( ' / 2)i ir X a Y a , где а это сторона основания па-

раллелепипеда. 

После вычисления возмущающего потенциала вычислен общий потенциал 

параллелепипедов по формуле U=U0+T, где U0 – это уровенный потенциал рав-
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ный 62636861,07 м
2
/с

2
. А также находим аномалию высоты вычисляемую по фор-

муле Брунса δ= Т/γ0. 

Для получения составляющих уклонения отвесной линии в плоскости мери-

диана ξ (") и плоскости первого вертикала ε (") использовались следующие фор-

мулы (22) со значением потенциала вычисляемого по формулам: 

 

3

'
2 ,x

a
X М

T G
r   

3

'
2 .y

a
Y М

T G
r                                 (129) 

 

На рисунках 44, 45, 46 приведены вектора, поясняющие направление и ве-

личину уклонения отвесной линии на пунктах, выбранных при выполнении вы-

числительного эксперимента. 

 

 

Рисунок 44 – Векторы поясняющие направление и величину УОЛ на примере 

поверхности береговой территории на полуострове Камчатка 

Р1 

Р2 

Р3 

Р4 
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Рисунок 45 – Векторы поясняющие направление и величину УОЛ на примере 

смоделированного локального участка морского дна у побережья  полуострова 

Камчатка 

 

Р1 

Р2 

Р3 

Р4 
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Рисунок 46 – Векторы поясняющие направление и величину УОЛ на примере 

поверхности вулкана Святой Елены  

  

На последнем этапе определено значение силы тяжести десяти и четырех 

пунктов, выбранных в экспериментах, по формуле 

 

g = γ0 св.в + Δg,                                             (130) 

 

где γ0св.в = γ0 – 0,3086∙Нп;  

       Нп – высота пункта относительно которого выполняются измерения. 

Полученные результаты приведены в таблицах 6, 7, 8. 

Р1 

Р2 

Р3 
Р4 

Р5 

Р6 

Р7 

Р8 

Р9
 Р9  

Р10 
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Таблица 6 – Значения силы тяжести и основных трансформант на примере       

вулкана Святой Елены 

Сводная таблица значений по всем точкам 

номер 

точек Δg, мГал ξ, с ε, с Т, м
2
/с

2
 U, м

2
/с

2
 δ, м 

Р1 10,378 5 – 3,855 7 4,851 4 0,916 0 62 636 861,990 0 0,093 4 

Р2 31,472 2 3,257 2 2,047 5 0,651 0 62 636 861,725 0 0,066 4 

Р3 40,157 2 – 3,544 3 2,696 5 0,839 4 62 636 861,913 4 0,085 6 

Р4 57,758 7 2,737 4 1,835 9 0,915 0 62 636 861,989 0 0,093 3 

Р5 72,521 0 – 0,323 6 1,814 4 1,069 0 62 636 862,143 0 0,109 0 

Р6 

(max) 99,137 5 – 0,359 2 – 1,060 0 2,755 9 62 636 863,829 9 0,281 0 

Р7 63,594 8 0,703 4 – 0,041 7 1,048 5 62 636 862,122 5 0,106 9 

Р8 51,090 0 – 1,017 2 – 2,201 9 0,928 6 62 636 862,002 6 0,094 7 

Р9 6,530 6 – 3,615 2 – 4,115 0 0,943 0 62 636 862,017 0 0,096 2 

Р10 

(min) – 3,737 1  4,706 7 – 4,981 4 1,063 0 62 6368 62,137 0 0,108 4 

Сводная таблица значений по всем точкам 

номер 

точек 
γ0, мГал Нп, м γ0, мГал  g, мГал 

Р1 980 729,017 3 1 260,1 980 340,150 4 980 350,528 87 
Р2   1 495,8 980 267,413 4 980 298,885 62 
Р3   1 627,8 980 226,678 2 980 266,835 42 
Р4   1 820,6 980 167,180 1 980 224,938 80 
Р5   1 911,6 980 139,097 5 980 211,618 48 
Р6 

(max) 
  2 545,0 979 943,630 3 980 042,767 76 

Р7   1 864,1 980 153,756 0 980 217,350 77 
Р8   1 718,1 980 198,811 6 980 249,901 60 
Р9   1 203,8 980 357,524 6 980 364,055 16 
Р10 

(min) 
  1 103,5 980 388,477 2 980 384,740 04 
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Таблица 7 – Значения силы тяжести и основных трансформант на примере 

смоделированной локальной поверхности морского дна 

Сводная таблица значений по всем точкам 

номер 

точек 
Δg, мГал ξ, с ε, с Т, м

2
/с

2
 U, м

2
/с

2
 δ, м 

Р1 8,892 1 – 0,149 2 0,112 9 0,072 6 62 636 861,146 6 0,007 4 
Р2 8,751 2 0,337 2 – 0,206 1 0,630 7 62 636 861,704 7 0,064 5 
Р3 8,545 4 – 0,083 8 – 0,914 5 0,690 1 62 636 861,764 1 0,070 6 
Р4 8,339 2 – 0,242 6 – 0,185 2 0,100 6 62 636 861,174 6 0,010 3 

Сводная таблица значений по всем точкам 

номер 

точек 
γ0, мГал Нп, м γ0, мГал  g, мГал 

Р1 980 729,017 3 4,5 980 727,638 3 980 736,530 40 

Р2 
 

 164,7 980 678,205 8 980 686,956 97 

Р3 
 

 196,2 980 668,484 4 980 677,029 81 

Р4 
 

   28,1 980 720,355 5 980 728,694 73 

 

Таблица 8 – Значения силы тяжести и основных трансформант на приме-

ре цифровой модели рельефа всхолмленной береговой территории на по-

луострове Камчатка 

Сводная таблица значений по всем точкам 

номер 

точек Δg, мГал ξ, с ε, с Т, м
2
/с

2
 U, м

2
/с

2
 δ, м 

Р1 0,66 – 0,25 0,26 0,18 62 636 861,26 0,02 

Р2 16,27 0,36 – 1,33 0,78 62 636 861,86 0,08 

Р3 18,81 1,16 – 2,39 0,95 62 636 862,02 0,10 

Р4 2,87 – 0,87 – 0,17 0,24 62 636 861,31 0,02 

Сводная таблица значений по всем точкам 

номер 

точек 

γ0, мГал Нп, м γ0, мГал  g, мГал 

Р1 980 729,02 4,47 980 727,64 980 728,30 

Р2  164,65 980 678,21 980 694,48 

Р3  196,15 980 668,48 980 687,29 

Р4  28,07 980 720,36 980 723,22 
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3.6 Выводы 

 

Исследование гравитационного поля, вызываемого конусом, как типичной 

фигуры земного рельефа предложенными методиками аппроксимации конуса пя-

титочечно и детализировано по круговым секторам подтверждает значимость 

знания гравитационных характеристик, влияющих на точность высокоточных 

геодезических измерений. 

Определение гравитационных характеристик локальных природных и техно-

генных объектов по конечно-элементным моделям поверхности рельефа позволяет 

выполнять более точный их учет при проектировании геодезических сетей, органи-

зации полевых работ и последующей интерпретации результатов геодезических и 

гравиметрических наблюдений. Преимуществом конечно-элементной методики, 

основанной на ЦМР, является более качественное и методически улучшенное 

определение гравитационных характеристик природных и техногенных объектов. 

Основой этого улучшения является более точное в совокупности вычисление гра-

витационных характеристик от влияния каждого параллелепипеда по аналитиче-

ским интегральным формулам, исключающее некоторые методические ошибки. 

Смоделированные поверхности земной поверхности позволили описать гра-

витационное поле через вычисленные значения силы тяжести, аномалии силы тя-

жести, потенциалов и составляющих уклонения отвесной линии в плоскости мери-

диана и плоскости первого вертикала для выбранных пунктов. 

Вычислительные эксперименты подтвердили технологическую перспективу 

формул алгоритма, являющихся основой предлагаемой методики определения гра-

витационных характеристик локальных природных и техногенных объектов разме-

рами до нескольких десятков километров по цифровым моделям. Данный подход, 

как и программное обеспечение, может использовать цифровые модели рельефа, 

получаемых как по топографической основе, так и по дискретным GPS измерени-

ям, по цифровым снимкам и т. д. Все это говорит о положительной перспективе 

использования результатов диссертационных исследований и необходимости их 

продолжения. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

При проведении диссертационного исследования были решены поставлен-

ные задачи и получены следующие основные результаты: 

– выполнен анализ существующих методик моделирования гравитационного 

влияния пространственных тел, на основе которого выявлено, что существующие 

аналитические модели гравитационного влияния для определения гравитацион-

ных характеристик применимы для ограниченного класса пространственных масс; 

– уточнена методика определения гравитационных характеристик локальных 

природных и техногенных объектов, основанная на комплексировании аналити-

ческих, конечно-элементных и цифровых моделей, что в итоге позволило повы-

сить точность и автоматизировать этот процесс, повысить достоверность интер-

претации результатов геодезических, астрономических и гравиметрических изме-

рений; 

– разработан алгоритм детализации конечными элементами модели конусо-

образных природных и техногенных объектов с разбиением их на кольцевые сек-

торы и вытянутые параллелепипеды, который обеспечивает высокую точность 

определения гравитационных характеристик объектов для учета их в геодезиче-

ских и гравиметрических измерениях и позволяет выполнить более точную ап-

проксимацию их гравитационного влияния; 

– выполненные экспериментальные исследования разработанной методики 

определения гравитационных характеристик смоделированных и реальных ло-

кальных природных объектов на площадях размерами 197,8; 205,4; 12,68 км
2
  

с учетом различной плотности составляющих тел подтвердили работоспособность 

методики и позволили с высокой точностью описать гравитационные характери-

стики объекта для учета их в геодезических и гравиметрических измерениях. 

Рекомендации и перспективы дальнейшей разработки темы связаны с при-

влечением различных аналитических моделей и их комбинированием с учетом 

рельефа конкретных природных и техногенных объектов. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

(справочное) 

ПОТЕНЦИАЛ КОНУСА 

 

Рисунок А.1 –  Потенциал конуса 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

(справочное) 

ВЛИЯНИЕ ПЕРЕМЕЩЕННЫХ ГРАВИТИРУЮЩИХ МАСС НА               

ПОТЕНЦИАЛ 

 

Рисунок Б.1 – Влияние перемещенных гравитирующих масс на потенциал (для 

конуса) 

 

 

Рисунок Б.2 – Влияние перемещенных гравитирующих масс на потенциал  (для 

усеченного конуса) 



132 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ В 

(справочное) 

ВЛИЯНИЕ ПЕРЕМЕЩЕННЫХ ГРАВИТИРУЮЩИХ МАСС НА СИЛУ          

ТЯЖЕСТИ 

 

Рисунок В.1 – Влияние перемещенных гравитирующих масс на силу тяжести (для 

конуса) 

 

 

Рисунок В.2 – Влияние перемещенных гравитирующих масс на силу тяжести  (для 

усеченного конуса) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Г 

(справочное) 

ВЛИЯНИЕ ПЕРЕМЕЩЕННЫХ ГРАВИТИРУЮЩИХ  МАСС НА        

УКЛОНЕНИЯ ОТВЕСНЫХ ЛИНИЙ 

 

Рисунок Г.1 – Влияние перемещенных гравитирующих  масс на  уклонения        

отвесных линий (для  конуса) 

 

Рисунок Г.2 – Влияние перемещенных гравитирующих  масс на  уклонения        

отвесных линий (для усеченного конуса) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Д 

(справочное) 

ВЛИЯНИЕ ПЕРЕМЕЩЕННЫХ ГРАВИТИРУЮЩИХ  МАСС НА          

АНОМАЛИЮ ВЫСОТЫ 

 

Рисунок Д.1 – Влияние перемещенных гравитирующих  масс на аномалию высоты  

(для конуса) 

 

Рисунок Д.2 – Влияние перемещенных гравитирующих  масс  на  аномалии       

высоты  (для усеченного конуса) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Е 

(справочное) 

АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА НА ПРИМЕРЕ          

ПОВЕРХНОСТИ ГОРНЫХ ХРЕБТОВ НА ПОЛУОСТРОВЕ КАМЧАТКА 

 

Рисунок Ж.1 – Первая часть вычислительного алгоритма 
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Рисунок Ж.2 – Вторая часть вычислительного алгоритма 
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Рисунок Ж.3 – Третья часть вычислительного алгоритма 
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Рисунок Ж.4 – Четвертая часть вычислительного алгоритма 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


